Algebra Lineal |




A few nice symbols that I will use throughout:

-j’, A definition is for a mathematician like an anchor for a ship or a root for a tree.
Each provides something you can hold on to in some proofs.

Similar like leafs W _hold on to a tree, mathematical results are based on definitions.

Other scientists usually base their argumentos on definitions and mathematical results.

W\ This symbol indicates a “positive” result or consequence. Something worth remembering.

Software que usaré para resolver, calcular

y visualizar algunas cosas en vivo:

Geogebra Google Colab

mwiE @

O :5:.

Para escribir o dibujar algo:
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

El problema central de Algebra Lineal es resolver un sistema lineal (también “sistema de
ecuaciones lineales”) y dar criterios bajo los cuales el sistema tiene ninguna solucién, una tnica
solucién o varios soluciones.

Una ecuacion es lineal significa que las incognitas solamente estardan multiplicados por nimeros y

nunca con incégnitas, es decir, nunca veremos zy, 2, y%, zy>, etc.

1.1. Formas de visualizar un sistema de ecuaciones

Nuestro primer sistema lineal de ecuaciones lineales sera:

1.1.1. Forma 1: Por fila / ecuacién

Esta primera forma separa el sistema por filas y nos concentraremos en una ecuacién (fila) a la

vez. Ambas ecuaciones producen una linea (recta) en el plano = — y.

La recta de la primera ecuacién pasa por los puntos:

La recta de la segunda ecuacién pasa por los puntos:
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Al punto se le conoce como la solucién del sistema de ecuaciones y sera denotado

mediante un conjunto de solucién:

\\ | La visualizacién por filas nos mostrd dos lineas que se intersecan en un solo punto el cual serd la
solucién. Cuando, las rectas son paralelas (y no iguales) no existe la interseccion, y por tanto no

habra un punto que sera solucion.

1.1.2. Forma 2: Por columnas
En esta visualizacién usaremos dos operaciones que seran el corazén del Algebra Lineal.
1. La suma de dos vectores
2. La multiplicacién de un vector por escalar

Para efectuar suma de vectores (de la misma longitud) la suma se aplica entrada por entrada.

Similarmente, en la multiplicacién “escalar (ntimero) * vector” cada entrada del vector se multiplica

1 2x1 2
por el escalar, e.g. 2 = =
3 2%3 6

Ejemplos:
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1.1. Formas de visualizar un sistema de ecuaciones

Definicion. Cuando se combinan estas dos operaciones el resultado se conoce como una Combinacion

Lineal de los vectores involucrados.

W De hecho, cada sistema lineal representa una combinacion lineal de columnas igual a una columna b

(el lado derecho).

Ejemplo: Si separamos el sistema en sus columnas, entonces obtene-

mos una combinacion lineal de columnas igualada a una columna b. Es decir:

El problema ahorra es encontrar valores para las incégnitas de tal manera que la combinacién

lineal de los vectores ¥, w sea igual al vector b.

Ejemplo: Dibujamos para encontrar la solucién geométrica:

W\ | La visualizacién por columnas combina los vectores columna del lado izquierdo para producir al

vector b del lado derecho.

Ejercicio: Proporcione la solucion geométrica del siguiente sistema de ecuaciones a través de las
visualizaciones por filas y columnas.
20 —y =1

r+y=>5.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1.3. Visualizacién en sistemas de 3 incégnitas
A continuacién usaremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
r+2y+32=6

20+ 5y + 22 =4
6r —3y+2=2

Estudiaremos este sistema por filas y columnas:

Empezamos por filas:

Cada fila es una ecuacién que produce un plano en el espacio de 3 dimensiones (x —y — 2 ).

La primera fila es la ecuacién

[made with Geogebra]

La segunda fila es la ecuacién 2x + 5y + 2z = 4 describe al plano que pasa por los puntos

e interseca al primer plano en una linea L. El resultado usual de intersecar dos ecuaciones con
3 incégnitas es una linea L, que sera el conjunto solucién, siempre y cuando las 2 ecuaciones

representan 2 planos en R que no son paralelos. (“en R3” es corto para “en dimensién 3”).
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[made with Geogebra]

La tercera fila es la ecuacién 6x — 3y + z = 2 describe al plano que pasa por los puntos

Este plano interseca la linea L en un solo punto

[made with Geogebra]

Dado que el punto (0,0,2) es donde se intersecan los tres planos el conjunto solucién S es:

N\ | En este caso la visualizacién por filas muestra 3 planos que se intersecan en un solo punto.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

La visualizacién por columnas:

Fl sistema
z+2y+32=6
2+ 5y + 2z =4
6r —3y+2=2
equivale a:

Las incognitas x,y,z son los nimeros (escalares) con los que multiplicaremos los tres vectores

columnas con el fin de producir (llegar) a b =

N = O

[made with Geogebra

4

De esto modo los coeficientes que se necesitan son = = 0,y = 0,z = 2. Es decir, tomamos la

siguiente combinacién lineal:
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1.1. Formas de visualizar un sistema de ecuaciones

1.1.4. Casos regulares (cuando existen soluciones)

= La visualizacion por filas nos da la interseccion de tres planos.

= En la visualizacion por columnas buscamos los niimeros para formar una combinacién lineal

de las columnas y llegar al lado derecho b.

= Soluciones de ecuaciones:

Puntos de intersecciéon
son

los coeficientes en la combinacion lineal de las columnas.

= El conjunto solucién puede ser una recta L, por ejemplo, en el caso que tenemos 2 ecuaciones

con 3 incognitas. En este caso, se intersecan dos planos y el conjunto solucién es una recta L.

1.1.5. Casos singulares (cuando no existen soluciones)

En 2 dimensiones: Supongamos que tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

r—2y=1
dz — 6y =11

Cuando se visualiza por filas observamos que las rectas son paralelas & no se intersecan.

Cuando observamos la representacién por columnas tenemos
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Dibujemos los vectores para ver mejor:

En 3 dimensiones: Si visualizamos el siguiente sistema veremos que dos planos son paralelos, por

lo cual no se pueden intersecar y no habra solucién al sistema:

2r4+y+2=3 9 1 1 3
4o + 2y + 22 =10 = 41+ |2ly+ 2] 2z=]10
4o + 62 = —2 4 0 6 —2

Observe que en el sistema anterior las primeras 2 ecuaciones se contradicen, puesto que los coeficientes
de la segunda ecuacién son el doble de las coeficientes de la primera ecuacién, pero en el lado derecho
2% 3 £ 10.

Para obtener algo més aterrizado hacemos los cdlculos. Primero: ( 2% “Ecuacién 17)

Ahorra, calculando 2% “Ecuacién 1”7 — “Ecuacién 2”7 llegamos que 0 = —4 :

Si lo visualizamos por filas, entonces 2 de 3 planos son paralelos & no iguales (no se intersecan).

Por lo tanto, no existe la solucién (un punto en el cual se intersecan los tres planos).
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1.1. Formas de visualizar un sistema de ecuaciones

[made with Geogebral

—
-8

\\ | Cuando la dimensién aumenta, hay més condiciones para la existencia de soluciones:
= No existe solucién cuando por lo menos 2 de 3 planos son paralelos & no iguales. Abajo veremos
un ejemplo que muestra que no existe una solucién para 3 planos no paralelos.
.. Necesitamos la teoria que veremos méas adelante.

» Por cierto: en R? (dos dimensiones) hay solo tres posibilidades:
a) Solucién tinica (un punto en R?) cuando tienes 2 lineas no paralelas.
b) Muchas soluciones (una recta en R?) cuando tienes 2 lineas iguales.

c¢) El negativo: no existe solucién cuando tienes 2 lineas paralelas & distintas.

Ejemplo: El siguiente sistema muestra que a veces se necesitan considerar todas las filas para ver
que no existe la solucién:
r+y+z=2

2x +32=5
r+y+42=6

Aqui del lado izquierdo (de la igualdad) la tercera fila es suma de las primeras dos. Entonces, si
sumamos las primeras 2 ecuaciones y restamos la tercera da 0 del lado izquierdo.

Es decir, calculando: “Ecuaciéon 1”7 4+ “Ecuacién 27 — “Ecuaciéon 3” nos da:

Lo anterior contradice 0 # 1, por lo cual se dice que el sistema es inconsistente.
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Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 1


1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Aqui, un dibujo (plot) es dificil porque solo de dos perspectivas se ve que la interseccién de cada

pareja de 2 planos es una linea que no se interseca con las otras. Nuestro mejor intento:

[made with Geogebra]

Desde un punto de vista de columnas no podemos encontrar una combinacion lineal de las columnas
(forma de combinar las columnas ) y determinar los nimeros x,y,z para obtener el vector b.

Esto es:

10
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1.1. Formas de visualizar un sistema de ecuaciones

Ejemplo: (Con una infinidad de soluciones). Del ejemplo anterior tomamos el sistema y cambiamos

el lado derecho (cambiamos 6 por 7). Es decir, tenemos el siguiente nuevo sistema:

z+y+z=2

2z

+3z2=5

3x+y+4z2=7

Del nuevo, calculando Fila; + Filay — Filag tenemos:

Interpretacién: Cada punto que satisface las primeras dos ecuaciones satisface la tercera ecuacion.

Por lo tanto, la interseccién de los primeros dos planos (cada punto de una linea) satisface la tercera

ecuacion y el conjunto solucién es una linea (una infinidad de puntos).

La visualizacién por columna es:

-

Usando Geogebra podemos ver que el vector b (lado derecho) ahora pertenece al plano generado

por las primeras dos columnas y los vectores 4,9, w, b :

Plane( (0,0,0), (1,2,3), (1,0,1) )

o =5 <

- (1,2>3)

(1,0,1)
(1,3,4)
(2,5,7)
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.2. Representaciéon matricial

Por lo visto, tenemos dos formas de escribir el sistema, una por filas y otra por columnas. La
existencia de soluciones depende de los coeficientes (nimeros multiplicados con las incégnitas) y del
lado derecho, pero no de la forma de escribir el sistema. Necesitamos el concepto de matrices para

representar las dos formas de escribir el sistema y para estudiar existencia de soluciones.

Definicion. Una matriz (real) de tamano

En corto: Muchos autores escriben A € M(m xn) o A e R™ ",

Ejemplo: Una matriz A € R3*3, es decir, una matriz (real) A de tamafio 3 x 3 puede ser

W\ | En PYTHON: Una forma de introducir matrices es definir un arreglo:

import numpy
A = numpy.array( [ [1,2,3], [2,5,2], [6,-3,1]1 1)

Acceso a entradas:

» Si quiero una entrada de un arreglo (matriz), tengo que poner la matriz seguida de unas
paréntesis [ ] con el nimero de fila y columna. Notar que PYTHON empieza contar filas y
columnas con cero, por ejemplo, A[2,1] indica la entrada que esta en la tercera fila (de las
filas {0,1,2} ) y en la segunda columna de {0,1,2}.

= Si quiero toda la primera fila ocupo A[0, :] y para la fila ¢ ocupo A[i,:] y para la columna

j ocupo A[:,j].

12
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1.2. Representacién matricial

N\ | En nuestro curso para A € R™*" usaremos la siguiente notacién parecida :

Ejemplo: Si C € R3** es la matriz C =

© ~ =
o o o
B oW o

2
1|, entonces escribimos para el segundo
3

renglon y la cuarta columna:

W | En Algebra es importante notar lo siguiente:

= El renglén C(2,:) € RY4 es un vector renglén con 4 entradas y (a la vez) una matriz con

1 renglén y 4 columnas.

» La columna C(:,4) € R3*! es un vector columna con 3 entradas y (a la vez) una matriz

con 3 renglones y 1 columna.

1.2.1. La forma matricial de un sistema lineal

Recordamos y usamos el producto punto de “Geometria Analitica”, por ejemplo, el producto
x

punto entre los vectores [1 2 3} y |y| es

z

Ejemplo: Usando la idea anterior, representamos el sistema

T+2y+32=6
20+ 5y +22=4
6z —3y+2=2

13
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

mediante un producto de una matriz por un vector igualado al vector b del lado derecho. El producto

de matriz por vector viene del producto (punto) de un vector fila por el vector columna [Q .

Por varias razones (“flojera”, “ahorrar papel”, ...) las operaciones anteriores se escriben utilizando la

matriz, es decir, este sistema en forma matricial se ve como:

Escribimos el sistema nuevamente por columnas:

\\ | En esta pagina se reconocen 3 formas de escribir el mismo sistema de 3 ecuaciones lineales:
= La forma matricial AZ = b es la més usada de escribir un sistema lineal.
» La primera forma arriba (deja reconocer la forma por filas) y nos dice como calcular el producto

de una matriz A con el vector [:gc} , es decir, el producto A [é} que aparece en la forma

matricial del sistema.

.z . x

= La representacion por columnas nos dice una segunda forma de calcular el producto A [y} ,
z

es decir, primero multiplicamos x con la primera columna de A, y con la segunda y z con

la tercera y después sumamos estos vectores escalados.

= La primera forma también permite paralelizar el calculo de productos “matriz”-“vector” y asi

acelerar algoritmos que usan este producto.

14
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1.2. Representacién matricial

L\|

. )k . . . — T . .
Ejemplo*: El sistema escrito por columnas permite ver con cual vector £ = |y | debes multiplicar
z
cuando quieres extraer una columna de la matriz A. ;Con cudl vector sacas la primera, segunda y

tercera columna de A7

Ejemplo: (Producto matriz—vector).

;,Cuanto vale el vector b tal que AZ = b sila matriz A y el vector & son dados por:

1 0 1
A=1|-1 1 o & =4 2
0 -1 1 9

La matriz A es especial porque el producto AZ nos da la diferencia de las coordenadas de & :

Ademds, el siguiente ejemplo muestra que un sistema con la matriz anterior es ficil de resolver.

15
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejemplo: (Resolver un sistema con la matriz A del ejemplo anterior). Encuentre el vector & = [g}

que es soluciéon de A% = b cuando b= [é} )

La solucién fue facil de encontrar porque la matriz A es un tipo de matriz que llamaremos

triangular inferior A = [ }, es decir, las entradas de A arriba de su diagonal son ceros.

Matrices especiales:

Existen matrices con caracteristicas especiales.
= “Multiplicar un ntimero con uno no cambia el nimero”.
Para “preservar” matrices y vectores el “UNO” es la matriz identidad, denotada I, donde

n indica el nimero de renglones y columnas y los elementos de la diagonal son 1’s y fuera de

ella son cero. Por ejemplo:

100 0
10 L 0o 010 0
I, — . L=lo10 , L=
2[01] s ““loo 1o
00 1
000 1

En PYTHON: numpy.eye(n) construye la matriz I,,.

El nombre “matriz identidad” es porque, el producto I,Z siempre da # y si buscamos una

solucién Z del sistema I, = b entonces esa solucion sera b.

= Algo especial son matrices cuyas entradas son cero o el vector 0 € R" (el origen), por ejemplo

0

o!
I

00 0 0 O 0
O3x5=10 0 0 0 O , Oax1 = [0] ,
00 0 00O

16
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En PYTHON: numpy.zeros( (3,5) ) o numpy.zeros( (2,1) ) construyen esas matrices.
Si multiplican un vector con estos matrices, siempre les dara cero o un vector de ceros.

» La matriz de rotacion de a grados en sentido contrario a las manecillas del reloj es:

cos(a) —sen(«)

Ry = € R?*?

sen(a)  cos(a)

Ejemplo: Rotacién por g 6 90° del tridngulo ABC con A = [_11], B = [_13], C = [_23].

» La matriz de reflexién en la linea y = xtan § :

cos(a)  sen(a)

Sa = € R¥*2

sen(a) —cos(a)

Ejercicio: Usa la matriz de Reflexién con «a = 90° para ver que pasa con el triangulo.

Hasta ahora hemos visto sistemas de 2x2 & 3 x 3, es decir, sistemas de 2 ecuaciones e incégnitas

& 3 ecuaciones e incognitas. A continuacién veremos sistemas con m ecuaciones y n incégnitas.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.3. Sistemas de m ecuaciones y n incégnitas

Definicion. Un sistema lineal (sistema de ecuaciones lineales) S que consta de m -ecuaciones

en n-incégnitas x1, s, T3, T4, ...,T, es de la forma:
S =
\
donde a;; con i€ {1,...,m},je€{l,...,n} son los coeficientes reales conocidos (en general son
elementos del campo), by,...,b, son también nimeros reales conocidos (o elementos del campo) &

se encuentran del lado derecho de la igualdad.

Si by =by=...=0b, =0, entonces el sistema lineal se llamard homogéneo.

En otro caso el sistema es no-homogéneo.
uy
u2

Una tupla o vector 4 = | . | serd solucion de S, cuando se sustituyen los nimeros de la tupla
Un

en cada una de las ecuaciones del sistema S & todas ellas se satisfacen.

Denotaremos por L; al conjunto de todas las soluciones de S.
La definicién anterior nos dice una forma de calcular el producto AZ cuando la matriz A € R™*"
y el vector & € R™*! son conocidos.

Definicion (“corta”). Sea A € R™*™ una matriz conocida (con m renglones y n columnas),
beR™\ {6} un vector conocido (el lado derecho con m renglones) y # € R™ un vector (columna
cuyas entradas son las incégnitas). Entonces, AZ = 0 es un sistema lineal homogéneo y A% = b

un sistema lineal no-homogéneo.

Ejemplos: (Casos especiales)
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1.3. Sistemas de m ecuaciones y n incognitas

1.3.1. Sistemas equivalentes

Definicidén. Se dice que dos sistemas S & S’ son equivalentes denotado S ~ S’ si tienen el

mismo conjunto solucién. Esto es, cada solucién del sistema S es solucién de S’ y al revés.

Ejemplos:

a) Intercambio de ecuaciones no cambia soluciones:

T — 22+ 2z3=1
S=4¢-11+2x3—23=-1 S =

.7}1—2.7,'2—.%'3:3

b) Multiplicar una ecuacién por una constante distinta de cero no cambia. Las siguientes sistemas

son equivalentes, ya que ambos tienen la tnica solucién [%] :

S = - S =

c) Los siguientes sistemas son equivalentes, ya que la tinica solucién es [71] = [ 2] tanto para S

como para S’

;171—3:2:3
S: S/:
2$1—£C2:5

Note que tanto S como S’ tienen la misma primera ecuacién y que
“segunda ecuacién de S’”7 = “segunda ec. de S — “2 veces la primera ec. de S.”.

En los tres ejemplos anteriores hemos obtenido sistemas equivalentes, usando operaciones que nos
llevan del primer sistema al segundo sistema. A estas operaciones se les conoce como operaciones

elementales & las definimos formalmente.

1.3.2. Operaciones elementales
Definicion. Se llaman Operaciones Elementales de ecuaciones o filas a las siguientes tres opera-
ciones:

(I) Intercambiar (permutar) dos ecuaciones (filas).
(IT) Multiplicar una ecuacién por un nimero diferente de cero.

(III) Sumar un multiplo de una ecuacién a otra ecuacion.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

A continuacién presentamos unos de los teoremas mas importantes dentro del Algebra Lineal que

nos permitird llevar un sistema lineal S a un sistema equivalente a través de operaciones elementales.

Teorema 1.1. Si S es un sistema y se realiza una operacion elemental para obtener un sistema
S’, entonces ambos sistemas son equivalentes.

ul
u2

Demostracion. Sea 4 = | . | una tupla que es solucién del sistema S. Se tienen que considerar
Un
tres casos. Solamente efectuamos uno de ellos, ya que es el que mejor ejemplifica la demostracion.
Caso (II), la segunda operacién elemental.
Consideremos un ntmero i € {1,...,m} fijo. Ademds, consideremos la ¢-ésima ecuacién del

sistema S, es decir, consideremos
121 + aipx2 + ... + QinTy = b; .

Si multiplicamos la ecuacién anterior por un nimero t # 0 se obtiene la ecuacién i del segundo
sistema S, esto es:

ta;ix1 +taprs + ...+ tamxr, =tb;.

Como 4 es solucién de S, entonces se tiene que 4 satisface:
tajiur +tapus +...+tapu, =1 (ailul + ajoug + ...+ amun) =tb;.

Concluimos que % también es solucién de 5.

De forma similar se demuestra el caso (III) y el caso (I) se considera facil. O

Dada un sistema lineal S, el teorema anterior permite generar una sucesién de sistemas lineales
donde el tltimo sistema es muy facil de resolver. Las operaciones elementales se usan en algoritmos

“Eliminacion Gaussiana”, “método de Gauss-Jordan” y en futuras materias.

Ejemplo*: Aplique el teorema 1.1 al siguiente sistema para obtener sistemas equivalentes y determine

el conjunto solucién.
Solucion: Denotaremos por R; := renglon 1, Ry := renglén 2 & Rj3 := renglon 3. Sea S el

siguiente sistema de ecuaciones:

2x1 4+ 219 — 623 =6
S = 1 — 322+ 223 =1
T1+ dxo —8xrz3 =5

izquierda: derecha:

Sistemas equivalentes < > lo que realmente cambia
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Aquí   terminó   clase 2


W\ | Del lado derecho vimos para cada sistema equivalente una forma corta [ “matriz” | “lado derecho” |

de representarlo. Esta forma [A|b] serd mas tarde la matriz aumentada del sistema AZ =b .
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Observe que S’ tiene 2 ecuaciones y 3 incdgnitas, es decir, el conjunto solucién del sistema S es

igual a la interseccién de estos dos planos (una recta en el espacio). En otras palabras se dice que
tenemos una (1 =3 — 2) variable libre:

1+ 29 — 33 =3
S = e = 8=
acg—zxg:i

Si consideramos a la variable libre 3 igual a un
parametro t € R, entonces sustituciones hacia atras

permiten despejar las otras variables en funcién de ¢ :

22

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



1.3. Sistemas de m ecuaciones y n incognitas

Nuestro conjunto solucién del problema anterior es el siguiente:

Lo=1S |z2| = |1/2| +t|5/4| :teR) ={p+tv:t R},
I3 0 1

Ejercicio: Verifique que Ap = b y A% =0 donde A € R**3 esla matriz original del ejemplo.

Concepto general: El vector P es una solucién particular de AZ = b v el vector ¥ es una

solucién del sistema homogéneo AZ = 0.

, r'y [made with Geogebral

Aplicacion de programacidn lineal: El siguiente problema de minimizacién equivale a minimizar una
funcién en una variable:
minimizar T, — X9 — T3
sujeto a 2z + 2x5 — 623 =6
1 —3x9+ 223 =1
:L'1+5£L'2—8£L'3:5
$1,$220 & 0§x3§4

Las soluciones del sistema lineal AZ = b pertenecen al conjunto

zo| €Ls=14 [1/2| +t|5/4| :teR ) ={p+td:tcR}.
T3 0 1

Ademéds, las desigualdades 0 < z3 < 4 limitan la variable ¢ al intervalo [0,4]. Junto, la estructura

de la solucién y la restriccién ¢ € [0,4] nos permiten escribir el problema de la siguiente forma:

min §+tz — 1—Hﬁ§ —1
te[0,4] \ 2 4 2 4 '
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales
Definicién. Para cada sistema lineal AZ = b la matriz [A | B] se llama matriz aumentada.

FEjemplo: (Sistema inconsistente). Sea S el siguiente sistema lineal, sobre el cual efectuaremos
operaciones elementales (pagina 19). El objetivo es llevar el sistema a uno con matriz triangular:
31‘1 — 41‘2 + 51‘3 =0
S = 201 4+ 0 — 223 = —2
r1 —bry + Txs =3

\\ | Para efectuar la 3% operacién elemental es conveniente que en una fila (alguna ecuacién) el primer

coeficiente distinto de cero es 1. Asi se pueden evitar algunas fracciones (como apenas se hizo).
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1.4. Eliminacién Gaussiana y el método de Gauss-Jordan

Definicion. Un sistema lineal es consistente si y solo si (syss) tiene al menos una solucion. Si el

conjunto solucién es vacio, entonces diremos que el sistema es inconsistente.

1.4. Eliminaciéon Gaussiana y el método de Gauss-Jordan

Hemos visto como transformar el sistema lineal original a un sistema equivalente con operaciones
elementales. Vimos que esas operaciones se pueden efectuar en algin orden flexible (depende de la
persona). Una persona (también un algoritmo) debe tener un objetivo “en mente”, e.g. un sistema
estandar (facil de resolver) al que quiere llegar.

Esa forma estandar se conoce como forma escalonada (reducida) y la definimos en seguida.

Definicion 1.1. Una matriz estd en forma escalonada (FE) syss se cumplen las siguientes tres
condiciones:
1. Sila matriz tiene renglones que consisten inicamente de ceros, esos renglones estan en su parte

inferior.

2. Si un renglén tiene coeficientes distintos de cero, entonces el primer (de izquierda a derecha)

de esos coeficientes distintos de cero es igual a uno. Ese uno es llamado un uno principal.

3. Cada uno principal aparece a la derecha y por debajo de los unos principales de los renglones

precedentes (por arriba).

Una matriz estd en forma escalonada reducida (FER) si esta en FE y ademads satisface:

4. Cada uno principal es el inico elemento diferente de cero dentro de la columna en la cual se

encuentra.

Ejemplos:
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

\\ | La tercera condicién de la definicién 1.1 implica que si A € R™*™ est4 en forma escalonada, entonces

su numero de unos principales es menor o igual al minimo entre m y n.

Definicion. Sea A € R™*™ una matriz. Se dice que B € R™*™ es una forma escalonada de A
si B estd en FE y B se obtiene aplicando operaciones elementales empezando con A.
Se dice que B € R™*™ es la forma escalonada reducida de A si B estd en FER y B se

obtiene aplicando operaciones elementales empezando con A.

Con ejemplos se puede ver que una matriz puede tener varias FE. Por otro lado, se necesita
demostrar que cualquier matriz tiene una y solo una FER, ver por ejemplo el Teorema 2.28 en el
libro de Mota & Rumbos 2020, [MR20].

Definicion. Eliminacién Gaussiana toma una matriz aumentada [A | 5] de un sistema lineal y
efectiia operaciones elementales (pag. 19) hasta llegar a una forma escalonada (definicién 1.1).
El método de Gauss-Jordan continua este proceso (efectuando mas operaciones elementales)

para llegar a su forma escalonada reducida.

Ejemplo: (FE y FER con infinidad de soluciones). Usando operaciones elementales convierte la
matriz aumentada del siguiente sistema (a) en FE y (b) en FER. De ambas formas determine su

conjunto solucién.

2x1 4+ 219 — 623 =06
S = T1— 372+ 223 =1
T1+ 5xo —8x3 =5
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Definicion. Piensa en una FE de una matriz. Si z; es multiplicada con un UNO principal, entonces

le decimos variable basica (6 dependiente). En otro caso, le decimos variable libre.

La FER anterior indica que {x1,x2} son variables bésicas y z3 es variable libre.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejemplo: Encuentre la solucién general del sistema lineal cuya matriz aumentada se ha reducido a:

00 2 -8 —-1!| 3 Observe que solo falta un 1 principal y un
16 2 -5 —-2|—-4 cambio de renglones para estar en FE.
000 0 1| 7
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1.4.1. Los pasos del método de Gauss-Jordan.

Hago un intento de describir lo que son los pasos. Unos pasos parecidos se encuentran en las
paginas 24-25 del libro de Mota & Rumbos (2020).

» Paso 0: Definir la matriz aumentada del sistema lineal y el renglén actual (r =1).

» Paso 1: Localizar la primera columna (de izquierda a derecha) con entradas diferentes de cero
en renglones i > r (es decir, en renglén r o por debajo de él) y elegir alguna entrada distinta

de cero en esa columna. Supongamos que dicha entrada esta en el i-ésimo renglon.

Si no existe una entrada diferente de cero, entonces el algoritmo termina aqui.

» Paso 2: Cambiar renglén i con el renglén actual r. Después, la columna actual (fijada en

paso 1) tendréd una entrada diferente de 0 en el renglén r.

= Paso 3: Generar un 1 principal en el renglén actual r, es decir, usar la 2% operacién elemental

para dividir ese renglén entre su primer elemento diferente de cero (debido al paso 2).

» Paso 4: (Solosi r < m, esdecir, r no es el dltimo renglén.) Aplicar la 3% operacién elemental
(pag. 19) para eliminar entradas diferentes de cero en la columna actual (fijado en paso 1) y

por debajo del 1 principal del renglén actual r (generado en paso 3).

3

= Paso 5: Si r < m, aumentar “r — r + 17 para usar el siguiente renglén como el actual y

repetir los pasos 1 a 4. La siguiente “columna actual” estard a la derecha de esta.

Cuando 7 = m hemos llegado a una FE de la matriz inicial.

» Paso 6: Usar la 3% operacién elemental (pag. 19) para eliminar entradas diferente de ceros en

los renglones arriba de los unos principales.

Con este paso, llegaremos a la FER de la matriz inicial.
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Aquí   terminó   clase 3


1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejemplo: (del Libro Mota & Rumbos) Considere el siguiente sistema y determine cuales condiciones

deben cumplir a, b, c para que el sistema sea consistente:

3r—y=a
r—y=>
2r+y=c
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1.4. Eliminacién Gaussiana y el método de Gauss-Jordan

1.4.2. Resumen

Después de aplicar sucesivamente las tres operaciones elementales (pagina 19) al sistema:

a11271 + a1ax2 + ... + ainTy = b1

a211 + agxa + ... + aTy = by

Am1T1 + AmaZo + ... + GmnZn = b

se obtiene un sistema S’ que esta en forma escalonada (FE) con 7 < min {m,n} unos principales.
Para simplificar la discusion de los hechos relevantes supongamos que los unos principales se ubican

en las primeras r columnas de S’ :

( / / / / /
a1+ ajpre + ...+ a,rr + ..+ ay,xn = by

!/ / / /
(l22.’132+...+a27.xr+-..+a2nxn:b2

(S aL, e+ ...+ a,z, =0,
0= b;~+1
0=10,

donde a}; =ahy =...=al., =1 (por estar en FE).

Todas las (posibles) formas escalonadas de una matriz comparten las siguientes caracteristicas:
1. Cada FE es el resultado de aplicar eliminacién Gaussiana (las tres operaciones elementales,

pag. 19) y tiene el mismo conjunto solucién que el sistema original (por teorema 1.1).

2. El nimero r < min{m,n} de unos principales es igual al de la FER del sistema, ya que la
FER se obtiene eliminando coeficientes arriba de los unos principales por medio de la tercera

operaciones elemental (pag. 19), es decir, haciendo el dltimo paso del método de Gauss-Jordan

(pég. 29).

Conceptos prevalentes:
Definicion. Para una matriz A € R™*™ es decir, con m renglones y n columnas, el nimero r de

unos principales en una FE(R) de A se llama rango de A y siempre satisface r < min{m,n}.

En este curso: Las incégnitas que se multiplican con (las columnas que contienen) los unos principales
de la FER seran variables basicas (variables dependientes) y las (n — ) variables restantes seran

variables libres.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Caracterizacion de sistemas y sus conjuntos de solucion:

r=m r<m r<m
by1=...=b,=0 ), #0pa.i>r
r=mn ‘ solucién unica ‘ solucién unica ‘ Lo=10
r<n varias soluciones y varias soluciones y Ls=10
(n — r) variables libres (n — r) variables libres

Ejemplos vistos: Con solucién tnica (en paginas 1-6), sin solucién (en paginas 7-10 y 24) y con

muchas soluciones (r < n en paginas 11, 20-23, 26-27).

Ejemplos vistos con algunos detalles:

Pagina m n r variables libres Ls

20-21 3 3

24

25 (la FER) 4 8

26-27

28

30

Consecuencias de operaciones elementales para sistemas homogéneos:

= Si un sistema es homogéneo, entonces cualquier sistema equivalente sera homogéneo.

= Un sistema homogéneo siempre tiene por lo menos una solucion, la solucién trivial que es el

vector de ceros O.

= Si el sistema homogéneo satisface r < n, es decir, si en la FER hay menos ecuaciones que

incégnitas, entonces el sistema también tiene soluciones no-triviales.

Ejercicio: Resolviendo el siguiente sistema te daras cuenta que los tres puntos son ciertos:

wHz+y+z=0 -1
1

w+x=0 La solucién es: Ly =<t cteRy cR?
r+2y+z2z=0 1
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1.4. Eliminacién Gaussiana y el método de Gauss-Jordan

Ejemplo: Encontrar los valores de b que hacen que el siguiente sistema (dado en forma de su

matriz aumentada) tenga solucién, infinitas soluciones & ninguna solucién:

1 b —2 2
-1 (b-2) 2 |-2
2 2  (b-4)| 3
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1.5. Combinaciones lineales y sistemas homogéneos

1.5. Combinaciones lineales y sistemas homogéneos

Los sistemas homogéneos y sus soluciones apareceran con frecuencia en futuras materias y en
esta materia para definir nuevos conceptos (més tarde). Para verificar conceptos tendrds que saber
resolverlos. La siguiente propiedad es linda, permitird demostrar resultados y puede simplificar la

definicién de conjuntos solucién de sistemas homogéneos.

Lema 1.2. Sea Sy un sistema homogéneo con n incégnitas. El conjunto de soluciones de Sy
satisface la propiedad de cerradura “bajo combinaciones lineales”. Es decir, si conocemos dos
vectores (n -tuplas) 4 € R™ y ¥ € R™ que son soluciones del mismo sistema homogéneo Sp,

entonces las combinaciones lineales ot + 89 para o, € R también serdn soluciones de Sp.

ul v1
uz 2

Demostracion. Sean 4 = | - yo=1| - dos vectores (con n entradas) que son soluciones
'U:n 'U'n

del sistema Sp. Entonces se satisface que:

Por demostrar: w = ot + U pertenece al conjunto de soluciones de Sy para «a, 5 € R.

Recordamos que:

Sustituyamos cada una de las entradas del vector anterior en el lado izquierdo del sistema Sp. Para

cada i € {1,2,...,m} queremos que la i-ésima fila de lado izquierdo se hace cero:

a1 Wy + G w2 + ...+ Qin Wy
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Para cada fila i € {1,...,m} hemos demostrado: a;; w1 + ajewa+ ...+ @i w, = 0, lo cual equivale

a Aw = 0. Por lo tanto, la combinacién lineal o+ 33 es solucién de Sy paratodo o, 3 € R. [

Nota: Los argumentos de esta demostracién también sirven para demostrar A(aw) = a(Ad),

“podemos sacar factores escalares o € R” y A(at + f9) = aAu + SAD, “una ley distributiva”.

Definicion. Dados n escalares x1,...,x, € R y los siguientes n -vectores de m -entradas cada uno
v11 V12 Uln
. V21 . V22 . U2n
v = , V2= ) , Un =
Um1 Um2 Umn

definimos la combinacién lineal de ellos como 191 + 2202 + ...+ x,U,, es decir

V11 V12 V1in T1v11 + T2V12 + ... + TpUip
V91 V22 Von T1V21 + ToUog + ... + TpUop
X1 . + 29 . +...+x, . =
Umi1 Um2 Umn T1Um1 + X2Um2 + . .. + TnUmn
V11 V12 e Vin T
V21 V22 e Von T2
Um1l Um2 ... Umn Iy

En términos generales una combinacién lineal de vectores es la suma de los vectores una vez
multiplicados por los escalares.
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1.5. Combinaciones lineales y sistemas homogéneos

Ejemplo: Escribe el lado izquierdo del siguiente sistema homogéneo (a) como combinacion lineal de

vectores, (b) como producto matrix-vector. Después, resuelva el sistema:

1+ 2290 +3x3 —24 =0

—1‘1—$2—I’3—3§'4:0

Ese conjunto solucién ejemplifica lema 1.2.
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Aquí   terminó   clase 4


1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.6. Aplicaciones de sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccidén presentaremos problemas que pueden ser modelados mediante sistemas de ecuacio-

nes lineales. A continuacién presento un ejercicio de las tareas.

Fjercicio: La Combustién del amoniaco ( N Hs ) en oxigeno ( Oz ) produce nitrégeno ( Na ) y agua
( H20 ). Encuentre una ecuacién quimica balanceada de esta reaccién. Es decir, encuentre cuantas
moléculas de amoniaco y oxigeno son necesarias para producir nitrégeno y agua recordando que los

atomos no se pierden al balancear la ecuacion.
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\\ | En la realidad quimica queremos moléculas enteras y su nimero debe ser no-negativo. Por eso, el

conjunto solucién practico serfa el siguiente subconjunto de L :
A
T .
{M =k[2] .keN}cﬁs
z 6
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejercicio: Un espia sabe que en cierto aeropuerto secreto hay estacionados 60 aviones, entre
cazas y bombarderos. El espia desea determinar cudntos de los 60 aviones son cazas y cuantos
son bombarderos. Hay un tipo de cohete que es transportado por ambas clases de aviones; el caza
porta seis de estos cohetes y el bombardero sélo dos. El agente sabe que con 240 cohetes quedan
pertrechados por completo todos los aviones que se encuentran en el aeropuerto. Ademds, se entera
de que en esa base el nimero de aviones caza es el doble del ntimero de bombarderos. Calcule el
numero de aviones caza y bombarderos que hay en el aeropuerto o bien muestre que la informacién

del agente debe ser incorrecta, ya que es inconsistente.

Solucion: Lo primero es introducir las variables.

.. La informacién del espia es incorrecta, puesto que el sistema es inconsistente.
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1.6. Aplicaciones de sistemas de ecuaciones lineales

Ejemplo: Tomado del libro de Algebra lineal de Rafael Bru, Joan Josep Climent (pagina 46).
Se desea organizar el trafico por calles de una ciudad que se representa mediante el diagrama de
la siguiente figura. Llegan 120 y 100 coches por hora a los puntos A y D, mientras que de los puntos

B y C salen 110 coches por hora. Hallar los posibles flujos de trafico entre calles.

110
B
X3 X7
120 A c 110
X1 Xs

D

100

Solucion: Sean x1,x9,...,x7 = “F de coches que pasan por las calles 1,...,7”, respectivamente.
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Resolvemos el sistema. La primera operacién elemental es

De esta FER podemos leer el conjunto solucién:

42

-1 1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1
1 0o —1

(
T

T2
x3
Lg

Tq
Ty

L6

7
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0 01120
o —1 110
1 1110
0 0| 100
1 0 0 |

10424 — 26 — 27
T4 — Tg
110 + =7

T4
110 — ¢ — z7
Te

T

cx; €N

/.
4

R4+R12

—_ = o

—_ = =

—_ = =

10
110
110
110

110
110




1.6. Aplicaciones de sistemas de ecuaciones lineales

El siguiente ejemplo es una aplicacién del dlgebra lineal en “Cadenas de Markov”.

Ejemplo: Suponga que inicamente dos empresas rivales R, S fabrican cierto producto. Cada ano,
la empresa R conserva 1/4 de sus clientes mientras que 3/4 cambian a S. En el mismo lapso, S
conserva 2/3 de sus clientes mientras 1/3 cambia a R.

Al comenzar por primera vez la fabricacién del producto, R tiene x, = 3/5=60% del mercado
(el mercado es la cantidad total de los clientes), mientras S tiene los otros z, = 2/5 = 40 %.

Escribimos las cantidades iniciales y la distribucién de los clientes en un ano como vectores:

L |we | |3/5
SR P I Y

Notar que la primera entrada representa la fraccién del mercado que “esta con / se queda con / se
cambia a” la empresa R y la segunda entrada dice lo mismo sobre los clientes de S.

Entonces podemos definir la matriz A € R?*? de transicién por
y un ano después, la distribucion del mercado es:

Para tener un numero de clientes (y no un porcentaje) tomamos que el mercado inicial tiene
k -personas, digamos « = 1200, y supongamos que este niimero no se modifica con el paso del
tiempo.

En este caso R tiene (después de un afo):

y S tiene (después de un ano):
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

De manera analoga, al final de dos anos, la distribucion del mercado estarda dado por
Ty = A% = A(AZy) .

A las empresas les interesa mantener su ntmero de clientes.

\\ | Si esto ocurre, es decir, cuando A%y = %, la distribucién #; del mercado se llama estable.

Un pregunta natural:
(Podemos determinar una distribucién del mercado que sea la misma ano con ano?

. a
La respuesta: Sea Ty =

Como R y S controlan todo el mercado, debemos tener:

Ademds, queremos que la distribucién no se modifique después de un afio:

Las tres ecuaciones se reducen a dos que podemos resolver:
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Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 5


1.6. Aplicaciones de sistemas de ecuaciones lineales

Ejemplo (un circuito eléctrico):
A continuacion usamos la siguiente simbologia:
. J\/\/\/_
Bateria Resistencia Cables
Para este ejemplo una red eléctrica consiste de estas partes y dentro de ella cada conexién cerrada

sera un circuito cerrado.

La ley de Ohm:

El flujo de un corriente I que pasa por una resistencia (ej. una lampard) requiere un potencial
(un voltaje V') y es proporcional al mismo V ~ I. El factor de proporcionalidad depende de la
resistencia R y se cumple la ley de Ohm: V = IR donde el voltaje V' se mide en volts [V], el

flujo de corriente I en amperes [A] y la resistencia R en ohms [Q].

Lado izquierdo: “flujo natural”

Lado derecho (circuito cerrado): bateria proporciona un voltaje igual a la “caida de voltaje RI”.

Una ley que generaliza la ley de Ohm:

Ley de Kirchhoff del voltaje:

La suma algebraica de las caidas de voltaje RI en una direccién a lo largo de un circuito cerrado
es igual a la suma algebraica de las fuentes de voltaje existentes en la misma direccién alrededor del
circuito cerrado.

Para aplicar esa ley necesitamos dos convenciones:

= Dentro de cada circuito cerrado Cj habra un flujo de corriente I; al cual le asignamos una
direccién adivinada. Mas tarde, tras haber calculado el flujo I, el signo de I nos dird la
direccion real del flujo. Precisamente, si I > 0, la direcciéon real es la direccién adivinada, en

otro caso, la direccién real es opuesta a la direccion adivinada.
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1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

= Una bateria {F nos proporciona voltaje. Esta es considerada positiva (en los célculos) si la
direccién adivinada de la corriente sugiere que el flujo sale del lado positivo (més largo) de la

bateria; en el caso contrario, el voltaje serd negativa.
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2. Algebra matricial

Historia: El término de “matriz” fue introducido por primera vez en 1850 por Sylvester,

un ano después Cayley iniciaba su investigacion en ellas.

Hemos definido matrices (en seccién 1.2) y visto algunos operaciones entre matrices y vectores.
En este capitulo estudiaremos maés a fondo las matrices y operaciones entre ellos y otros elementos
(vectores, escalares). Las operaciones definidas aqui son la base para entender estadistica, optimizacién

y cédigos de algoritmos de “inteligencia artificial”.

Notacién y formas de matrices:

= Una matriz cuadrada es una matriz del tamano n x n, es decir, ella tiene el mismo nimero
de filas/renglones que de columnas. También, se les denomina matrices n x n. La diagonal

principal son los elementos {ai1,a22,...,an}. Ejemplos:

La diagonal principal de A es:
La diagonal principal de B es:
La diagonal principal de C' es:

» Una matriz columna (también vector columna) es una matriz de tamafio n x 1.
» Una matriz fila / renglén (también vector renglén) es una matriz de tamano 1 X n.

= Las matrices anteriores son casos especiales de matrices del tamano m X n :

Algunas veces no sera necesario escribir la

a1 a2 ... Qip
as1 Q29 ... Gy matriz completa y bastara con escribir
A= X = [aij}mxn 3
: A=la;;] 6 A=laijlmxn donde
aml am2 .. Omn m X n indica el tamano y los limites de 1, j.
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2. Algebra matricial

2.1. Operaciones con matrices

Primero definimos sumas que son la extension natural de sumas de vectores. Después, de manera
similar, productos con escalares y finalmente productos entre matrices. Habra que demostrar algunas

leyes de distribucién y asociatividad. En general productos NO serdan conmutativos.

2.1.1. Sumas de matrices

Definicion. Si dos matrices A y B tienen el mismo tamafio m X n, su suma A + B tendra el

mismo tamano y se efectiia entrada por entrada. Es decir, sean A y B como a continuacién se

escribe
a1l a2 e A1n bn 612 e bln
a1 ago e aon b21 bgg e an
A - . ) B =
Aml Gm2 .. Gmn bmi bm2 ... bmn

entonces A + B es:

A+ B=

Ejemplos:
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2.1. Operaciones con matrices

Hecho I: La suma (de matrices) es conmutativa.

Demostracion. Nuestro objetivo es demostrar que A + B= B + A.

Sean A y B matrices del mismo tamano, es decir

ail ai12 e A1n b11 b12 . bln
a1 ago e a2, b21 b22 e bgn
A = . 5 B =
aml Am2 ... Gmn bml me v bmn
Calculamos:
A+ B=

O
Hecho IlI: La suma (de matrices) es asociativa.
Demostracion. Nuestro objetivo es demostrar que (A + B) +C =A + (B + C).
Usamos notacién corta. Sean A, B y C matrices del mismo tamano, es decir
A= [aij]mxn ) B = [bij]mxn ) C¢= [Cij]an
O
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2. Algebra matricial

Hecho IlI: El elemento neutral de la suma.

En clase 2 vimos la matriz de ceros 6 matriz nula

00 ... 0

W\ | La matriz de ceros tiene las siguientes propiedades

a) Si A es cualquier matriz y O es la matriz de ceros del mismo tamano que A, entonces
A+ O0=A=0+ A.

Ejercicio: Demuestre esa propiedad. Puedes usar el hecho I.

b) La matriz O es la tnica matriz con la propiedad anterior.

Sigue de que 0 es el inico real que cumple a;; + 0 = a;; para todo a;; € R.

2.1.2. Producto entre una matriz y un escalar

Definicion. Si A es una matriz de tamano m X n y « es un ndmero real (escalar), se llama
multiplicacién de una matriz por escalar al producto aA que se ve en notaciéon explicita y

notacién corta como sigue:

aA =

Ejemplos: Calcular 2A, %B y 3A—2B donde A=

1 3
2 -1

2—1] ¢ B
0 —1
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2.1. Operaciones con matrices

2.1.3. Productos de matrices

Ya hemos conocido los siguientes casos especiales:

= El producto punto que multiplica una matriz renglén 1 X n con una matriz columna n x 1 y

da como resultado un nimero real (un escalar).

» El producto de matriz por vector columna (matriz columna) en sistemas lineales da como

resultado un vector con tantas renglones como la matriz.

Observacién: Al cambiar una matriz renglén (en un producto punto) por una matriz con m
renglones, el resultado (anteriormente un escalar “matriz 1 x 1”) gana renglones ya que el nuevo
resultado sera una matriz columna de la forma m x 1.

Atn no definido, podemos pensar en tomar un producto punto y cambiar al vector columna por

una matriz que tiene varias columnas. ;Te parece légico que el resultado debe ganar columnas?

Regla de oro (anterior): En ambos casos era necesario que el nimero de columnas de la primera

matriz (izquierda) era igual al nimero de renglones (entradas) del vector columna (matriz derecha).

La siguiente regla de oro y definicion respetan los casos especiales anteriores:

Regla de oro: Sean A, B dos matrices. Entonces, el producto Ax B esta definido si y solamente
si el niimero de columnas de la matriz izquierda A es igual al niimero de renglones de la matriz
derecha B. Otra forma de decir eso: La dimensién interior (de los lados de matrices que tocan

la operacién # ) debe ser igual.

Definicion 2.1. Si A € R™*P y B € RP*" entonces el producto A x B es una matriz con tantas
renglones como tiene la primera matriz (m renglones) y tantas columnas como tiene la segunda
matriz (n columnas), donde la columna j del producto es el producto de A con j-ésima columna
de B, es decir

AxB = [Ale ABo ... AB.|.

Otra forma de decirlo: El producto A * B tiene las “dimensiones exteriores” (de los lados de las

matrices que no tocan la operacién x* ).
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2. Algebra matricial

Ejemplo: (no conmutativo 2 x 3 % 3 x 2, por dimensién del resultado)
Para A, B dadas abajo calcule A*B y BxA:

2 -1 1 L2
1 0 2
3 4
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2.1. Operaciones con matrices

Ejemplo: (no conmutativo 2 x 3 % 3 x 1, por no ser definido)

Para A, B dadas abajo calcule A x B y justifique que B * A no estd definido:

2 -1 1
1 0 2

1
& B=|0
3

Ejemplo: (no conmutativo 2 x 2 % 2 x 2, por resultado distinto)

Calcular los productos A*x B & B x A con
1 -1
0 0]

Azll 0] © B-
10

W\ | En matrices puede suceder que AB = O siendo A# O & B # O.
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2. Algebra matricial

Ejemplo: (Productos “exteriores” 3 x 1 % 1x3)
Calcular los productos AxB & Bx Ay CxD & DxC con

0 2
A= |1 &B:[Olo}&C:O &D:[osq.
0 1

La transpuesta de una matriz.
Definicion. Si A = [a;]

de A, se denota por AT y es de tamafio n x m donde la entrada en el j-ésimo renglén y en la

mxn € una matriz (de tamafio m x n ), entonces la matriz transpuesta

1 -ésima columna es
T
(A)ji = ai; .

En palabras: la matriz AT (transpuesta de A ) es la matriz cuyas renglones son las columnas de A.

Los productos de matrices (tal vez) més importantes en estadistica (matriz de covarianza) y en

algunas demostraciones mateméaticas son del tipo AAT € R™*™ y ATA € R™*",
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2.1. Operaciones con matrices

Ejemplo: Escribir las transpuestas de los matrices A, B y calcular los productos AAT y BTB.

Definicion. El vector €; € R™*! denota al j-ésimo vector canénico, es decir, la j -ésima entrada

del vector €; es 1y las otras son 0. Para visualizar escribo su transpuesta:
ST J
é, =0 ... 01 0 ... 0

J
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o6

2. Algebra matricial

Ejemplo: Vectores canénicos en R? y la matriz identidad como suma de productos “exteriores” de
ellos.

1 0 0 1 00
éer= 10|, e=111, é=]0 y Is=1(0 1 0
0 0 1 00 1
En general tenemos la igualdad:
n
I,=) &€/
j=1
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Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 6


2.1. Operaciones con matrices

Hecho I: La matriz identidad es el elemento neutral del producto.

Vimos que la multiplicacion de matrices no es conmutativa.

Por eso, la identidad del lado izquierdo puede ser (por su dimensién) distinta del lado derecho.

Lema 2.1. Sea A € R"™*" wuna matriz (de tamano m x n ). Entonces, la matriz identidad (por
la izquierda) es I, € R™*™ y la matriz identidad (por la derecha) es I, € R™™ puesto que se

cumplen las siguientes identidades:
I,A=A=AI,.

Demostracion. Usar la definicién 2.1 (del producto de matrices).

Z.

Haremos uso de la propiedad I#%

o7

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



2. Algebra matricial

Hecho Il: Leyes distributivas
Teorema 2.2. Sea A una matriz de tamano m xXn, y sean B,C matrices con tamanos adecuados
para que las sumas y productos (que aparecen abajo) estin definidos. Entonces, se cumplen las
stguientes propiedades:

i) A(B+C)=AB+ AC (Ley distributiva por la derecha)

ii) (B+C)A=BA+CA (Ley distributiva por la izquierda)

Motivacion: El lado izquierdo de esas igualdades requiere un producto matricial menos.

Para convencerte, calcula los dos lados para las siguientes matrices:

1 2 3 -1 3 1 2 3
A=1|0 1 1|, B= -2 y C=13 1 =2
2 41 2 4 =3 -2 4 1

y cuenta los productos puntos que hiciste de ambos lados:

AB+C) = AB+ AC =

Fjercicio: para i) demuestre el caso especial:  A(4d + ¥) = Au + A%.

Ayuda: véase la prueba del lema 1.2.

Ejemplo: para ii) demuestre el caso especial: (B + C)d = Bu + C.

Usamos la definicién de combinaciones lineales y propiedades de sumas de vectores:
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2.1. Operaciones con matrices

Demostracion del teorema 2.2. FEn general, para tener la suma B 4+ C' definida B & C deben
tener el mismo numero de columnas y renglones.

Primero, mostramos i). La “regla de oro” del producto A(B + C) pide que B,C tienen n
renglones, ya que A tiene m columnas. En conclusion, B & C son de tamaifio n x p donde p es
su numero de columnas. Para deducir la igualdad re-usamos la propiedad A(u + ¥) = Au+ AV y
la definicion 2.1:

AB+AC = |ABy ABy ... ABy|+ |ACy ACy ... ACy)]
= _AB[:” + AC[l] AB[ZQ] + AC[ZQ} - AB[:p] + AC[p]}
= |[ABpy + Cpaj) A(Bigy +Clgg) -+ A(Bpy) + C[:p])] =AB+C0C).

Ahorra, para mostrar ii), debes completar los argumentos usando la “regla de oro” para el producto
(B+C)A, laigualdad (B + C)t = Bi+ Cd y la definicién 2.1:

Eso concluye la demostracién. O

99

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



2. Algebra matricial

Hecho Ill: Leyes asociativas
Teorema 2.3. Sea v un escalar y sean A, B,C matrices de tamanos adecuados para definir los
stguientes productos. Entonces, se cumplen las propiedades:

i) v(AB)=(yA)B = A(yB) (multiplicacion por escalar flexible)

i) (AB)C = A(BC) (Ley asociativa del producto)

Motivacion: Usar uno de los dos lados de ii) requiere menos productos puntos y causa matrices

temporales mas pequenas, por ejemplo calcula ambos lados de ii) para A, B,C dados por:

1
A=|2| . B=[123 . cC=
3

=N W

Demostracion de i). Se deja como ejercicio.

Ayuda: Empiece con el caso especial a(Atd) = (aA)d = A(at) con las técnicas de paginas 35-36. [
Demostracion de ii). Paso 1. P.d.: Si A € R™*" B e R™P y & ¢ RP*!  entonces

(AB)Z = A(B%).
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2.1. Operaciones con matrices

Por la regla de oro para productos de matrices, si A € R™*", entonces B € R™*P y C € RP*4,
Con esas dimensiones los productos de i) son definidos. Usamos el paso 1 y la definicién 2.1 para
concluir: BC' = |:BC[1] BC[:Q} cee BC[q}] y

A(BC) = A[BCy BC ... BC
— [A(BC) A(BCa) ... A(BCiy))|
= |(AB)Cly (AB)Ciy .. (AB)Cy]
— (AB) [CM Clay - qzq]} — (AB)C.
Con eso hemos demostrado ii). O

FEjemplo: Simplifica la expresion: A(B —C)D + ABD — A(2B+ C)D + 2ACD.

FEjercicio: Usando lema 2.1, teoremas 2.2 y 2.3 demuestre que (B + C) = vyB +~C.
Fjercicio: Simplifica la expresién: A(2B + C) + (2A — B)C + 2A(B — 2C).

Definicion. Dados una matriz cuadrada A y un nimero natural positivo k& definimos

AP = Ax AxAx.. . xA.

k veces

Definicion. Se dice que dos matrices A & B conmutan cuando AB = BA.

Debido al producto conmutativo ba = ab para a,b € R, se tiene (a + b)(a — b) = a® — b°.

Ejemplo: Demuestra que A & B conmutan siy solo si (A + B)(A — B) = A% — B2
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2. Algebra matricial

Demostracion.

2.2. Propiedades de matrices transpuestas

Recordamos las siguientes definiciones:
En pégina 54 vimos la definicién de la transpuesta AT € R"™™ de una matriz A € R™*™,

En pédgina 55 vimos la definicién de vectores candénicos é;.

Para mostrar las propiedades seran ttiles los siguientes productos entre vectores candnicos y una

matriz. Si A es una matriz de tamafio m X n y el vector candnico es

a) €; € R™! entonces Aé; € R™*! esla j-ésima columna de A.

b) &l =[0,...,0,1,0,...,0] € RI™ entonces & A€ R esel i-ésimo renglén de A.
Ejemplos:
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2.2. Propiedades de matrices transpuestas

Propiedades de matrices transpuestas frecuentemente usadas:

Teorema 2.4. Sean A y B matrices cuyos tamanos son tales que las operaciones indicadas estdn
definidas y sea v € R un escalar. Entonces

a) (AT =4

b) (A+B)T =AT +BT

c) (yA)T =yAT
AB)T =BTAT

ART = (AT* para naturales k > 2.

&

(
(
(
e) (

Demostracion.

Las propiedades a), b) y c) son buenos ejercicios para practicar.

Ahora d). Primero demostramos el caso especial A € R™*" y 4 € R"*!:
(Au)" =a'AT (%)
Usamos la definiciéon de combinaciones lineales, b) y c) y teoremas 2.3 y 2.2 para llegar a:
N\ T T
(Au) = (ulA[zl] + ’U/QA[Q} + ...+ unA[m])
=u (‘4[:1])—r + UQ(A[:Q})T T+ un<A[:,n])T
—u (8] A7) +ua(@g AT+ ... fun(&) A7)

= (18] AT + (w8 )AT + ... + (u,8])AT

n
=T =T =T T_ =T
= (u18] + ugé, +...+unen)AT:[u1 us ... up| AT =aTAT.

Para d) en general fijamos A € R™*" & B € R"*P, ya que asi los productos estdn definidos.
Luego, sabemos que el i-ésimo renglén del producto AB es &/ (AB) = (] A)B por teorema 2.3,
es decir, (AB)j;) = A B y el producto AB puede ser escrito de las dos formas siguientes

A[l:]B
A A[Q]B
4By AB ... ABy|=AB=|""
Esas igualdades y la definicién de la transpuesta dan:
(ABp)) " B[}}AI
T ABio) | () | Bl A
(AB)T = [ABH] ABuy ... AB[:p}] _ | _['2]) W TR ZBgTAT,

(AB,) " | Bl,AT |
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2. Algebra matricial

Para demostrar e) usamos algo que se conoce como induccién sobre k empezando con k = 2.

Paso Base:
Sea k =2, entonces (A%)T = (Ax A)T D AT AT = (AT)2, lo cual confirma la igualdad.

Notar que el producto A x A requiere (por la regla de oro) que A es cuadrada.

Hipdtesis inductiva:

Supongamos que el resultado se cumple para un k > 2, es decir, (A*)T = (AT)F.

Paso induccion:
Tomando la hipétesis de induccién aumentamos k a k+1:

Empecemos con el lado izquierdo:
(A1) T — (AP 5 4)" AT (AN = AT(AT)" = (aT)"

Con esto se termina la demostracion. O

2.3. Matrices especiales

Definicion. Una matriz cuadrada es diagonal si entradas distinto de cero se encuentran unicamente

en su diagonal principal.

Definicion. Una matriz A es triangular inferior si (i < j = a;; =0).

En palabras: Entradas arriba de la diagonal principal son cero.

Una matriz A es triangular superior si (i >j = a;; =0).

En palabras: Entradas abajo de la diagonal principal son cero.

N\ | Notar que A es triangular inferior si y solo si A" es triangular superior.
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2.3. Matrices especiales

Definicion. Se dice que una matriz A es simétricasi A= AT (alternativa: A+ AT =2A).
Ejemplos:
Definicion. Se dice que una matriz A es antisimétricasi A = —A" (alternativa: A+ AT = 0).
Ejemplos:

N\ | Cualquier matriz cuadrada se puede escribir como su parte simétrica y antisimétrica:

A:%[A+AT}+%[A—AT]. (2.1)

Ejercicio: Demuestre que A+ A" es una matriz simétrica y que A — A" es antisimétrica.
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Aquí   terminó   clase 7


2. Algebra matricial

2.4. Motivacién del siguiente tema
Atn no lo hemos definido, pero hemos visto ejemplos de un concepto comun.

Ejemplo 1: El lema 1.2 demuestra que si At =0 y A% = 0 entonces A(aii + $8) = 0 para
o, B eR.

Ejemplo 2: Si A, B son matrices simétricas, entonces YA es simétricay A+ B es simétrica.

Ejemplo 3: Si A, B son matrices triangulares inferiores, entonces yA es triangular inferior y

A+ B es triangular inferior.

El concepto se conoce como:
cerradura bajo sumas y multiplicaciones por escalar

y es fundamental para definir un espacio vectorial.

En “geometria vectorial” el concepto de vector se asocia con ubicaciéon y desplazamiento.

El préximo tema cambiard nuestra idea de vectores al caso més general: Una vez definido, un
espacio vectorial serd un conjunto de objetos junto con una suma entre ellos y una multiplicaciéon
de un objeto por un escalar. Los objetos seran denominados vectores, pero podrian ser vectores,

matrices, polinomios o funciones continuas.
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3. Espacios vectoriales

Algunas propiedades matemaéticos que vimos son validos para objetos de distintas categorias.

Por eso, la definicién de un espacio vectorial es un poquito abstracta.

Definicién 3.1. Sean V # () un conjunto de objetos,
+:V xV —V una suma de dos objetos de V que da un objeto en V y sea
-t R xV — V un producto de escalar por un objeto de V que da un objeto en V.
Entonces, (V,+,-) se denomina espacio vectorial y sus objetos serdn llamados vectores, cuando

el conjunto y las operaciones cumplen lo siguiente:
1. Para cualesquiera dos elementos &,B €V, setiene a + beV y

l.a) Existe un elemento especial 0 € V que se llama elemento neutro (a veces nulo) y

cumple @ + 0 = @ para todo @ € V.

1.b) Para cada elemento @ € V existe un elemento negativo —a € V el aditivo inverso tal
que @ + (—a) = 0.

1.c) La suma es asociativa, es decir para cada a, B, ¢ €V se cumple

- -
— —

a+ (b+¢é)=(a-+b)+¢é.
1.d) La suma es conmutativa, es decir para cada Ei,B €V se cumple a + b=b+ad.

2. Para cada @ €V y un nimero real r se tiene que ra € V, siempre ra =r - a. Ademéds

2.a) Paratodo @ €V se cumple que 1-d =d, es decir 1 es el neutro de multiplicacién por

escalar.

2.b) Para todo r € R y elementos da.beV se cumple la propriedad distributiva:

-

r(@+b=ra+rb

2.c) Paratodo r,s € R y elemento @ €V se cumple la propriedad distributiva:

(r+s)a=ra+ sa

2.d) Paratodo r,s € R y cada elemento @ € V' se cumple la propiedad asociativa. Esto es

r(sd) = (rs)a.
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3. Espacios vectoriales

3.1. Ejemplos

Existen varios ejemplos de espacios vectoriales. A continuacién veremos los 3 méds comunes. Para
ver si un conjunto y las operaciones +,- forman un espacio vectorial debemos verificar las 10
condiciones dadas en la definicién 3.1.

3.1.1. El espacio vectorial R"”

A continuacién probaremos que el conjunto de todos los vectores en R™ junto con la suma (de
vectores) y multiplicacién por escalar forma un espacio vectorial.

Solucion: Tomamos las operaciones +,- que conocemos y el conjunto
U1
Y =R"= | rvve,c 0 €R

Un

Demostracion. Verificamos las condiciones de la definicién 3.1:
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Dado que se cumplen todas las propiedades de la definicién 3.1, es decir, 1), 1.{a,b,c,d}, 2)y

2.{a,b,c,d}, concluimos que (R™,+,-) es un espacio vectorial. O

3.1.2. El espacio vectorial de matrices reales

El conjunto de las matrices con coeficientes reales (junto con la suma + y el producto con escalar)

es un espacio vectorial. Tomamos las operaciones +,- que conocemos y el conjunto

aiy ... Gip
Y = R™*" = :aijER

Aml  --- Qmn

Demostracion. Verificamos las condiciones de la definicién 3.1:

1) Para cada 2 matrices A, B € R™*™ se tiene que la suma es:

l.a) La matriz

1.b) “—A" ejercicio.
l.c)
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1.d)

2.b)

2.¢) ejercicio.
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2.d)

Dado que se cumplen todas las propiedades de la definicién 3.1, concluimos que (R™*™,+,-) es un
@ espacio vectorial. O
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Aquí   terminó   clase 8


3.1. Ejemplos

3.1.3. El espacio vectorial de polinomios hasta cierto grado

Veremos el siguiente caso especial:

El conjunto de todos los polinomios de grado < 2 con coeficientes en R y con operaciones

+, - definidas adecuadamente forma un espacio vectorial.

Para verificar si la definicién 3.1 se cumple, tenemos que definir el conjunto V y las operaciones.
Sea V=P = {ax2 +br+c|a,bce ]R} el conjunto de todos los polinomios de grado < 2 con
coeficientes en R. Sean u,w € P, entonces u(r) = a1z + bz +c1 & w(w) =ax? + bz +co y

la suma se define como:
(u+ w)(z) = u(z) + wz) = (a12® + biz + c1) + (agx? + box + ) para todoz €e R (+)
y el producto con v € R se define por
(v - u)(2) = yu(z) =y (@a® + bz + c1) para todoz € R (x)

Ahora justificamos que (Pz,+,- ™%t) es un espacio vectorial.

Demostracion. Verificamos las condiciones de la definicién 3.1:

1) ¢La suma es un polinomio?

la) ;Cudl elemento de P2 puede servir como neutro?
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1b) ;Cuadl elemento de Po puede servir inverso aditivo?

1d) Verificar si la suma + es conmutativa

lc) Verificar si la suma + es ascociativa

2) Sea vy € R y u € Py. Por demostrar: yu € Py :
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2a) Por demostrar: 1-u =u:

2b) A continuacién solamente se probara una de 2 propiedades distributivas, pero si en alguno de los
examenes le es requerido probar si algo es un espacio vectorial, entonces usted tendré que probar

todas las propiedades. Por demostrar: Para r,s € R se tiene (r+ s)u =ru + su :

2c) Por demostrar: (rs)u = r(su) :

Dado que se cumplen todas las propiedades de la definicién 3.1, concluimos que (Pa, +, - mult-) eg

un espacio vectorial. ]

Usando las mismas operaciones (f + g)(x) = f(z) + g(z) & (r- f)(x) =r f(x) y las ideas en la
demostracién anterior se puede justificar lo siguiente:
= Los polinomios P, de grado < m con coeficientes en R y con +,- forman un espacio

vectorial.

= Las funciones continuas con las operaciones +,- forman un espacio vectorial. Aqui, se ocupan

resultados de cédlculo, e.g. “la suma de funciones continuas es una funcién continua”.
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3. Espacios vectoriales

3.2. Propiedades adicionales en espacios vectoriales

Dadas las propiedades mencionadas en la definicién 3.1 los siguientes hechos seran validos:

Hecho 3.2.1:

Sea (V,+, mult.) un espacio vectorial y 0 € V su elemento neutro (de la suma).

Entonces, para cada @ € V se tiene 0-3 =0 donde 0 es el cero en R.

Demostracion. Sea ¥ € V. Ocuparemos propiedades del espacio vectorial (abstracto) para mostrar

lo requerido:

O
Hecho 3.2.2 “cancelacion”:
Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Demuestre que para &,y,Z € V se cumple lo siguiente:
Si &+ y=2a& + Z, entonces § = Z.
Demostracion. Sean &,y,Z € V que cumplen & + y = & + Z, entonces
O
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3.2. Propiedades adicionales en espacios vectoriales

Hecho 3.2.3 “unicidad del neutro”:

Sea (V,+,-) un espacio vectorial, y sean &,y € V.

—

Demuestre que si & + § = &, entonces y = 0, i.e. el elemento neutral.

Demostracion. Sean &,y € V tales que se cumple & + y = Z.

Hecho 3.2.4 “un producto con escalar es cero cuando uno de los factores lo es”:

Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Para cada ¥ € V y v € R se tiene que
V=0 —  4=0 6 B=0.

Demostracion. Como es una proposicién de la forma

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx
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3. Espacios vectoriales

Hechos 3.2.5 “secundarios”:
Demuestre que si (V,+,) es un espacio vectorial, entonces
a) Para cada ¥ €V se tiene que (—1)¥ = —7.
b) Para cada v,w €V ytodo y€R con v #0. Si 70 =~yw, entonces ¥ = .

c) Paracada ¥ €V ytodo 7,§ €R con ¥ # 0. Si v = 6%, entonces v = 4.

FEjercicio: Demuestre a), b) y c).

Ayuda: Cada caso se muestra usando la definiciéon 3.1 y uno de los hechos anteriores.

Resumen.
La definicién 3.1 “solo” pide verificar 10 propiedades.
Esas 10 permiten demostrar los 7 hechos adicionales anteriores.
.. Para usar las 10+ 7 = 17 propiedades, solo necesitamos verificar las 10 de la definicién.

Todas esas propiedades aparecen en los niimeros reales.

3.3. Subespacios vectoriales

Similar al concepto de “subconjunto” existe el siguiente concepto importante.

Definicion 3.2. Sea (V,+,- ™u-) un espacio vectorial y sea S C )V un subconjunto no vacio. Se

dice que (S,+, - ™ult) esun sub-espacio vectorial cuando es un espacio vectorial con las mismas
? ? €esc.

operaciones.

FEl siguiente teorema nos permitira decidir con mayor facilidad si un subconjunto S C V con las

operaciones (del espacio vectorial “grande”) es 6 no es sub-espacio vectorial.

Teorema 3.1. Sea (V,+,- ™) un espacio vectorial y sea S C V un subconjunto no vacio.

Entonces, la tupla (S,+,- ™) es un sub-espacio vectorial si y solo si

i) 0esS “el neutro pertenece a S”,
ii) Vu,9 €S secumple que i+ V€S “la suma se queda en S”,
iii) Vo €S,y €R se tiene que vy € S “el producto con escalar se queda en S”.

Demostracion. Es una proposicion de la forma “ <= 7.
Mostraremos primero la direccién “ = 7. Supongamos que (S,+,- M%) es un sub-espacio

vectorial. Entonces, por definicién 3.2 (S, +,- mult.) también es un espacio vectorial. Por ser un
espacio vectorial la definicién 3.1 nos da la propiedad 1) que confirma ii), la propiedad 2) que
confirma iii) y la propiedad la) que da el elemento neutro 0 € S el cual es el neutro de V dado

que S CV y puesto que 0 es tnico neutro en V por hecho 3.2.3.
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3.3. Subespacios vectoriales

Ahora, mostramos la direccién “ <= ”: Podemos usar 1), ii), iii), y los hipdtesis generales S C V

y que (V,+,-) es espacio vectorial. Para ser sub-espacio vectorial (S,+,-) debe ser un espacio

vectorial y S C V), es decir, solo falta verificar las condiciones de la definicién 3.1 (pagina 67):

1)
la)

1b)

lc)

1d)

2)

—

Dados 4,9 € S se tiene por hipdtesis ii) que 4 + @ € S.

Pori) 0 € S. Ademss, dado que S CV la propiedad 0 + ¥ =¥ para ¥ € S se hereda del
espacio vectorial (V,+, ).

Por demostrar —¥ € S:

Tomamos ¥ € S, entonces por iii) y hecho 3.2.5a sabemos que —9 = (—1)v € S.

Ademiés, dado que S C V la propiedad ¥ + (—0) = 0 para ¥ € S se hereda del espacio
vectorial (V,+, ).

~—

Dado que S CV la asociatividad de la suma (4 + ¥) + w = 4 + (¥ + W) se hereda del
espacio vectorial (V,+, ).

Dado que S CV la conmutatividad de la suma 4 + ¥ = ¥ + 4 se hereda del espacio vectorial
WV, +,).

Dados w € S y v € R se tiene por hipdtesis iii) que v € S.

FEjercicio: Termina esa prueba demostrando lo que falta (2.{a,b,c,d}). O

3.3.1.

Ejemplo 1

x1

En R? consideremos al conjunto S = To| € R3: 52y + Txo 4+ 1125 =0

T3

Demuestre que (S,+,-) es un subespacio vectorial de (R3,+,").

Demostracion.
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3.3.2. Ejemplo 2

Se puede comprobar que el conjunto de polinomios P2 (de grado < 2) bajo la suma & la
multiplicacién por escalar es un subespacio vectorial de P,, (polinomios de grado < n ) cuando

2 <n.

3.4. Sub-espacios asociados a una matriz

A continuacién definimos los subespacios més importantes en matematicas aplicadas.

Ejemplo visual:
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Aquí   terminó   clase 9


3.4. Sub-espacios asociados a una matriz

Definicion 3.3. El niicleo (6 kernel 6 espacio nulo) de A € R"™*"™ es el conjunto de vectores en

R™ que son enviados (a través de A) al cero. Se usan las siguientes notaciones:
Null(A) = Ker(A) = {5} eER": Az = 6} :

Ran

La imagen de A € es el subconjunto de vectores en R™ que fueron obtenidos como

productos de A con vectores en R™ :

Img(A) == {AZ: Z € R"} .

Vale la pena reconocer las siguientes conexiones:

\} {6n} C Ker(A) CR" y consiste de las soluciones del sistema homogéneo AZ = 0.

\| {6m} C Img(A) C R™ vy consiste de las posibles combinaciones lineales de las columnas de A.

El nombre “espacio nulo de A” se debe al siguiente lema.

“ Lema 3.2. Sea A una matriz de tamano m X n. Entonces

i) El conjunto Img(A) = {AZ : & € R"} es un sub-espacio vectorial de R™.

ii) El conjunto Null(A) = {i" eR": AZ = 6} es un sub-espacio vectorial de R™, por lo tanto,

el nombre alternativo “espacio nulo”.
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3. Espacios vectoriales

Demostracion.

Ejercicio: El nimero ii) se deja de tarea. Sugerencia: aprovecha el lema 1.2.
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4. Combinaciones lineales

En esta seccion profundizamos nuestro conocimiento de combinaciones lineales e introducimos los

conceptos: “independencia lineal”, “espacios generados”, “bases” y “dimensién”.

Introduccién en el plano.

Empezaremos nuestro estudio en R2, es decir en
x
R? = rx,yeR
Yy

Supongamos que tenemos dos vectores 4, € R? y escalares a, 3 € R.

Podemos visualizar “cuatro casos” de las combinaciones lineales a® + fSw.

Ejemplo (visualizamos): Sean 4 = [3] & @ = [ 5 }

Caso 1) Si a=0 & p =0, entonces obtenemos “el vector cero”
Caso 2) Si a € R & =0, entonces obtenemos a “ o -veces la direccién de u”
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Caso 3) a=1 & =3 “suma de vectores con «,3 > 07"

Caso 4) Si a=1 & [ = —1, entonces obtenemos “resta de vectores” (dibujo importante)

N\ | Observacion: Si quiero més que una recta, entonces necesito dos vectores. Mds atin, la combinacién
lineal aii+ B@ permite llegar a cada punto en el plano solo cuando @ # at para a € R y @ # 0,
es decir, cuando «t genera una recta y @ no es parte de esa recta.

Un concepto expuesto aqui es: “4 y @ contribuyen direcciones diferentes”.
Se dice que un vector 4 es independiente si u # 0.

Se dice que dos vectores @, son independientes si % #0 y @ # ati para a € R.

Introduccién en el espacio.

Sea aii + 3% + y@w una combinacién lineal de vectores 4, s, w € R? escalados con a, 3,7 € R.

Esta combinacion lineal puede tomar tres formas:
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CasoI: Si 4#0 y ¥, € {oti: « € R}, entonces tenemos una recta.

Caso II: Si 4,9 son independientes pero w € {at + fU: «, 5 € R}, entonces tenemos un plano.

Caso III: Si 4,9 son independientes y @ ¢ {a + 3%: o, 8 € R}, entonces se llena R3.

\\ | Sedice que tres vectores 4, d, W son independientes si W # at+B0 para o, € R y adicionalmente

%,V son independientes.
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4. Combinaciones lineales

En general
Definicion 4.1. Sea (V,+,- ™ut-) un espacio vectorial. Se dice que un vector @ €V es combi-
nacién lineal de los vectores ¥1,¥2,...,9%, € V si existen escalares x1,z2,...,7, € R tales que
W se puede expresar como

W = 1101 + 1909 + ... + pr'l_jp
donde los escalares x,x2,...,x, reciben el nombre de coeficientes de una combinacién

lineal.

. : . 0 - 1/2
Ejemplos: Considere los vectores v = [—01} & B9 = [ (/) } € R3.
0
- 1 . S -, -
[ Para cuéles valores v € R el vector w = [3 } es una combinacién lineal de 91 & ¥2 7

L . - 1 - 2 .
Ejercicio: Considere los vectores ¥ = [—21} & vy = [(1)] € R3. Compruebe si los vectores

N 4 _ 1 . cs e _, .
u = [—2] & w= [711} son combinacidn lineal de los vectores ¥1 & 0s.
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Aquí   terminó   clase 10


I) Tenemos que ver si existen escalares x1,z2 € R tales que 4 = x19; + w202, es decir

IT) Tenemos que ver si existen escalares x1,x2 € R tales que W = x19; + 2202, es decir

Resultado y conclusion: El sistema es inconsistente. Por eso, concluimos que el vector @ NO se
puede escribir como combinacion lineal de ¥7 & ¥5. Otra formulacién: No se pueden encontrar

escalares x1,r9 € R que satisfagan @ = 2191 + x20s.

87

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



4. Combinaciones lineales
Ejemplo: Expresar el polinomio w = t% + 4t — 3 del espacio vectorial (Pa,+,-) como combinacién
lineal de los polinomios Py =2 —2t +5, Po =22 -3t y p3 =1+ 3.

Sol: Supongamos que podemos escribir @w = x1P1 + xoP2 + x3P3, donde z1,x9,23 € R :

— —

W = 1P + 222 + 23P3

Prueba: Del sistema anterior obtenemos la combi. lineal x1p1 + x2P2 + x3P3. JEs igual a w ?
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4.1. Conjuntos generados

4.1. Conjuntos generados

Definicion 4.2. Sea (V,+,- m@t) un espacio vectorial. Sean ¥1,v2,...,U, € V. Entonces, el

conjunto generado por ¥1,7s,...,V, denotado por span{¥1,Dsa,...,0,} es el conjunto de todas
) ) s Up ) ) » VP

las combinaciones lineales de los vectores, i.e.
span {¥1, 02, ...,0,} = {xﬁil + X902 + ... + Tp0p | T1,%2,...,%p € ]R} .
Las siguientes notaciones representan al mismo conjunto:
gen {1_51,1_52, ce ,ﬁp} = <’l71, 1_52, N ,ﬁp> = Span {171,1_52, e ,’1_517} .

Ejemplo: Sea ¥ € R™, entonces span {9} = {xl'z_} ‘ T € ]R}.

Si ¥ = 0, entonces

Si ¥ # 0, entonces el span {3} = {z1D } z1 € R} es una recta infinita en V.

Esa recta pasa por le origen (ya que 0¥ = 6) & va en direcciéon de ¥ 6 —3.

W\ | Por definicién tenemos ¥ € span {w} siy solo si existe z1 € R tal que % = 2.

W\ | Si YV =R" entonces por definicién ¥1,...,8, € R" y span{vi,...,0,} C R".
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4. Combinaciones lineales

1/2
Ejemplo: Sean 91 = [fgl} & b9 = [ (/) } € R3. Describe span {%1,%2} .

0
Sol:

. - 2 . 3 . . N
Ejemplo: Sean ¥, = [(5)] & P9 = Ll)} € R3. Describa al conjunto span {¥1,¥2} .

I 2 3
Sol: Buscamos todos los puntos dentro de span {v1,02} = {xl [g} + x9 [é} | T1,T9 € R}, es

decir, buscamos cuales condiciones deben cumplir. Sabemos

a 2 3
b | € span{¥;,¥2} <— bl=x1|0]| +22]1
c c 5 0
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“\ IMPORTANTE : Si Z, es solucién de un sistema AZ = B, entonces
B € span {A[:,l],A[:72], ce. 7A[:,n]} = Img(A)

Demostracion.
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4. Combinaciones lineales

Los siguientes ejemplos motivan el uso de “elementos de V” para definir un conjunto generado.

Ejemplo: En pédgina 88 vimos que un polinomio @ de grado 2 era combinacién lineal de p1, P2, P3-
El resultado era: w = 2 + 4t — 3 = —3p1 + 2P2 + 4P3, por lo cual @ € span {P1, P2, B3}, es decir

“w pertenece al conjunto generado por P1, P2, P3.”

—

Ejercicio: Considere los vectores w = 1+t + 4t +5t+t% en (P2, +,) y determine si

w & ¥ llacen en span{1+2t—t2,3+5t—|—2t2}. D))

Inicio de solucion:

Ejemplo: Demuestre que el conjunto R?*? de matrices 2 x 2 es generado por el conjunto

b bl LBl

Lo anterior se debe a que cualquier matriz de (2 x 2) de la forma [‘Z d] se puede escribir como

combinacién lineal de las matrices arriba, puesto que

Ejemplo: Demuestre que P, es conjunto de polinomios de grado (a los mas) n es generado por el
conjunto {1,1‘,1‘2, e ,x"} .

Solucion: Todo polinomio p € P,, de grado < n se puede escribir como
P=ag+ a1z + asx® + azxz® + ...+ apx™ = ag - 1 + a1z + asx® + azx® + ... + apa”

con escalares ag,ai,...,a, € R, lo cual es una combinacién lineal de elementos de {1, z, 2. ,3:"} .

Con eso hemos confirmado la igualdad span {1, x,x%, ... ,x"} =P,.
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Andreas Wachtel

sol. w: si se puede, coeff (-2,1)

Andreas Wachtel

sol. v: no se puede


4.1. Conjuntos generados

Lema 4.1. Sea (V,+,- ™) un espacio vectorial. Sean ¥1,D2,...,0p,Vpr1 € V “vectores”.
Entonces:
i) span {51,52, - ,ﬁp} C span {51,52, - ,6p, 617_,_1}
ii) Si Upy1 € span{v1,02,...,0p}, entonces span{¥i,vs,...,U,} = span{¥i,V2,...,Vp, Up+1}
iii) Sea S :=span{¥;,ds,...,0,}, entonces 0esS y (S, +, - "c}gét) es un espacio vectorial.
Demostracion.
i) Sea w € span{¥1,...,7Up}, entonces
ii) Por i) ya sabemos span{®di,...,0,} C span{v1,...,¥p, Upt1}.
Resta demostrar que span{¥1,...,9,} 2 span{di,...,0p, Upt1} -
Sea w € span{¥1,...,Vp, Upt1}, entonces existen escalares z1,...,x, € R tales que

W = .CUl’Z')l + ...+ .CUpl_fp + a:p+11_)'p+1

Por otro lado, por la hipétesis ¥p41 € span{v1,...,V,} existen escalares ai,...,a, € R tales
que

Uptl = A1V1 + ...+ ApUyp

Sustituyendo esa identidad en la anterior de @w y usando definicién 3.1 obtenemos

W= 21V +...+ l‘pﬁp + xpt1 (alﬁl + ...+ ap'?)p>
20) _ _ -
= 2101 + ...+ 2p0p + Tpr1(a1P1) + . .. + xpy1(ap®y)
2¢) - o N -
= 2101 + ...+ 2p0p + (Tpp101)01 + ... + (Tp11ap)Tp
1d),2b) - S
(x1 4+ 2pr1a1)01 + ...+ (Tp + Tpr10p)Vp
= 101 + Y202 + ... + YUy con v = (z; +xpy10;) €R.
Concluimos que w € span {¥1,...,9,} ya que es combinacién lineal de estos vectores.
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4. Combinaciones lineales

iii) Dado que (V,+,-) es espacio vectorial, aprovechamos el teorema 3.1.
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Aquí   terminó   clase 11


4.1. Conjuntos generados

Ejemplo: El conjunto generado permite cambiar elementos.

Sean ¥ & ¥ dos vectores en el espacio vectorial (V,+,-). Demuestre que
span {4, v} = span {u + 20,4 — ¥} .

Demostracion. “ C”: Por demostrar span{d + 2¥,4 — 9} C span{u, v} .

“D7: Por demostrar span {4 + 29,4 — ¥} 2 span {1, ¥} . Esa parte se simplifica si justificamos que

4,9 son elementos de span{u + 29,4 — ¥} . Por eso determinamos sus combinaciones lineales:

(’l_i + 2’(_5) + .Tg(’l] — 1_5) = (Il + 1'2)1_,;, + (Q.Il — :Eg)@
2 U+

Ty
& B =w3(t+20) + 24(d — 0) = (23 + 24)U + (223 — 24)0.

La primera igualdad se cumple para x; = 1/3,29 = 2/3 y la segunda para z3 =1/3,24 = —1/3.

Ahora, sea W = ot + S € span{u, v}, entonces

W\ | Debido al ejemplo anterior podemos escribir cada punto en R? en distintas coordenadas. Por ejemplo,
en span{({),(9)} oen span{(3),(2)}.
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4. Combinaciones lineales

4.2. Dependencia e independencia lineal

Esta seccion generaliza la “independencia de vectores” que vimos en las clases 10 y 11.

Figura A:
. Se puede escribir el vector é en términos del vector @ ?
JEl vector d es combinacion lineal de @ & b7
Definicion 4.3. Los vectores v1,...,0, seran linealmente dependientes (1.d.) cuando al menos

uno de estos vectores se puede escribir como combinacién lineal de los otros. En el caso opuesto, los

vectores seran linealmente independientes (l.i.).

Ejemplos:

Observaciones:
» Cuando varios vectores son l.d., pueden ocurrir dos casos: i) Cada vector (del espacio) es

combinacién lineal de ellos, ii) existen vectores que no son combinacién lineal de ellos.
» Para los vectores en el plano (véase Fig. A) se cumple:
a) A lo més dos vectores en un plano son linealmente independientes.

b) Un vector siempre se puede poner en combinacién lineal de dos vectores linealmente

independientes.
= Para los vectores en el espacio (véase Fig. B) se cumple:

a) A lo més tres vectores en el espacio son linealmente independientes.

b) Un vector siempre se puede poner en combinacién lineal de tres vectores linealmente
independientes: d = ad + 8b + 2.
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4.2. Dependencia e independencia lineal

La formulacién de la definicién 4.3 sugiere que verificar dependencia lineal es una tarea de
combinatoria. El siguiente teorema propone “la forma” més usada de verificar la propiedad de ser

linealmente (in)dependiente.

Teorema 4.2 (Independencia Lineal). Los vectores ¥1,...,0, son linealmente independientes (l.i.)

51 y solamente si la ecuacion x1V1 + x2¥2 + ... + 2,0, = 0 tiene una dnica solucion, la trivial

(1’1 :.732:...:.751):0).

Demostracion. “=" Sean ¥1,9¥2,...,0, vectores Li.

“ <7 Por hipdtesis tenemos que x1 = x2 = ... =z, = 0 es la tinica solucién de la combinacién lineal
2101 + T9U2 + ... + :Cp’l_jp =0.

Supongamos que ¥i,...,¥, no son linealmente independientes, entonces uno de ellos se puede
poner en combinacién lineal de los otros. Sin pérdida de generalidad (w.l.o.g.) podemos considerar a
U1 y ponerlo en combinacion lineal de los otros, es decir, existen escalares as,as,...,a, tales que

61:a262+a363+...+ap6p < O:—171+a2172+a3173—|—...—|—ap17p.
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La segunda igualdad da una segunda solucién a la ecuacién x191 + 22U2 + ... + 2,0, = 0 con
x1 = —1 # 0, por lo cual, contradice que la tnica solucién es 1 = z2 = ... = 2, = 0. Se concluye

que los vectores son linealmente independientes. O

Ejemplo 1: Decida si los vectores (%) & (1) son linealmente independientes.

Solucidn: Por el teorema 4.2 es suficiente ver si la solucién del sistema 1971 + 2992 = 0 es Unica.

. . . 1 4 2 . . .
Ejemplo 2: Decida si los vectores ( 23) , ((1)) & <f74> son linealmente independientes.

Solucion: Se ocupa el teorema 4.2 (Independencia Lineal) para mostrar si los vectores son

linealmente independiente 6 dependiente. Sean x1,x2,x3 € R tales que:

1 4 2 0
1| 2 | +22 |0 +23] 4] =10
-3 1 7 0
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4.2. Dependencia e independencia lineal

\\ | IMPORTANTE : El teorema 4.2 interpretado para vectores {@1,...,0,} C R™ : Los vectores
{?1,...,U,} son linealmente independientes si y solo si el sistema AZ = 0 con la matriz cuyas
columnas son los vectores @1, ...,7, tiene una unica solucién (la trivial), es decir el siguiente sistema

debe tener tinicamente la solucién cero:

Lp

Es decir, el rango de A debe ser r = p, lo cual solo puede suceder cuando p < m.

Ejemplo 3: Determine si el conjunto de polinomios {1 —z,2+x+ 2221+ 1'2} es linealmente
independiente.

Solucion: Por el teorema 4.2 es suficiente ver si a« = 8 = =0 es la uncia solucién de

al—z)+ B2 +x+222) +y(1+2%) =0
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4. Combinaciones lineales

Ejemplo 4: Determine si las siguientes matrices son linealmente independientes:

() ) )

Solucion: Por el teorema 4.2 de la independencia lineal, tenemos que mostrar que aA+pBB+~vyC =0

implica a==v=0.

Ejemplo 5: Determine si el conjunto de funciones {senz,cosz} es linealmente independiente (en
el espacio vectorial de las funciones reales continuas en [0, 27) ).
Sol.: Sean 4 = senz & ¥ = cosz. Entonces, por el teorema 4.2 de la independencia lineal,

tenemos que aii + 38 =0 debe implicar a = 8 = 0. Dado que ot + 58 =0 = 0(x) equivale a
a(senx) + ﬁ( oS ac) =0 para todo x € [0,2m),

podemos tomar puntos particulares en el intervalo [0,27).
Tomando x = 0, obtenemos 0 = a(sen0) + f(cos0) = a -0+ 5-1 = y tomando =z = 7/2,
obtenemos 0 = a(sen7/2) + B(cosm/2) = a -1+ -0 = . Concluimos que v = =0 y por el

teorema 4.2 sigue que las funciones son linealmente independientes.
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4.3. Bases y dimension
4.3. Bases y dimensién

Comenzaremos esta seccién con el siguiente ejemplo:

Un cabezal de un plotter S se mueve a través de una barra hacia arriba y hacia abajo,

también hacia un lado y hacia otro, como se visualiza en la figura. Conteste las siguientes

preguntas:

Figura: a) (Con estos movimientos se llegan a todos los

puntos del plano,i.e. se cubre todo el plano?

b) ;Habrd una ventaja cuando se permiten mo-
vimientos adicionales en otro dngulo (distinto a
90°) ?

c¢) (Cuantas direcciones de movimientos son necesarias en un “aparato” con el fin de que se
cubran todos los puntos del espacio?

Las preguntas y respuestas anteriores motivan la siguiente definicion de bases.

Definicion 4.4. Sea (V,+,-) un espacio vectorial. Un conjunto de vectores {51, b, ... ,Bn} CV es
una Base de V cuando se cumplen las dos condiciones:
= los vectores {Bl, 52, . ,Bn} son linealmente independientes
= y )V = span {51,52, e ,Bn}, es decir, cada vector W € V es combinacién lineal de estos
vectores.

Ejemplo 1: Compruebe que los vectores by = (1) & by = (9) € R? forman una base de R?.
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O

FEjercicio: “Las bases no son tinicas.” Pruebe que los siguientes conjuntos son bases de R? :

6] [o 3] [15 1 0
By = : . By = , & By={lé& =||, &=
! ol |1 2 1 2 3 ol 1

Ejemplo 2: ;Los vectores {él, és, 'ﬁ} con 4 = (_21) € R? forman una base de R??

~—
&
L
N
I
~/~
oro

. 1
Ejemplo 3: ;Los vectores €1 = (8 ) € R? forman una base de R3?

\\ | Interpretacién: Una base de V' es un sub-conjunto finito de tamano minimo que a la vez permite

generar todos los vectores en V.

\\ | Corolario 4.3. Los siguientes vectores (vectores candnicos) forman una base de R™ :

1 0
0 1 0
. 0 . - .
€] = , €2 = ) y €n = .
: : 0
0 0 1
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Aquí   terminó   clase 12


4.3. Bases y dimension

Demostracion. El razonamiento es similar al ejemplo 1.

O

Mas adelante demostraremos que dos bases del mismo V' tienen el mismo nimero de elementos.

Por eso, la siguiente definicién tiene sentido.
Definicion 4.5. Al nimero de vectores de una base de V se le denomina dimensién de V (dimV).

Ejemplos:
» La dimensién del plano R? es dos, ya que B = {&;,8>} es una base.

La dimensién del espacio R? es tres, ya que B = {&1,€2,&3} es una base.

La dimensién de R™ es n, ya que B = {€;,€s,...,€,} es una base.

La dimensién de matrices R?*? es 4, ya que una base es

1 0 01 0 0 0 0

Y ) )

0 0 0 0 10 0 1

La dimension de los polinomios de grado alo mas n es n+1, ya que el conjunto {1, z,x2, ..., :17"}

tiene n + 1 elementos, es linealmente independiente y genera esos polinomios.

Esos ejemplos dejan realizar que encontrar una base y la dimensiéon de espacios vectoriales
“completos” no es un gran desafio. Lo que interesa en teoria, aplicaciones y en optimizacién es la

dimension de sub-espacios.
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4. Combinaciones lineales

4.3.1. Bases y dimension de sub-espacios

Sean (V,+,-) un espacio vectorial y (S,+,-) con S CV un sub-espacio vectorial.

Por la definicién 3.2 la tupla (S, +,-) también es un espacio vectorial.

N\ | Conclusion: Por las definiciones 4.4 & 4.5 el conjunto S tiene una base y una dimensién.

En general, cuando S es subconjunto estricto de V (S C V) tendremos dim .S < dim V.

Ejemplo 1: Los vectores €1 = (é) & ey = (g) € R? forman una base de S = {[%} eR3: 23 = 0}.

N | El lema 3.2 dice que el conjunto Null(A4), de las soluciones & de un sistema homogéneo AZ = 0
con una matriz A € R”™*" es un (sub-)espacio vectorial de R™. Por lo tanto, tiene una base y

dimensién.

Ejemplo 2: Encuentre una base y la dimension del conjunto de soluciones del siguiente sistema
homogéneo: x1 4 3z9 — bxg = 0.
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4.3. Bases y dimension

Ejemplo 3: (Determinar una base y dimensién de un espacio nulo)

Encuentre una base y la dimensién del conjunto de soluciones del siguiente sistema:

z1 + 2x9 + 723 + 924 — 625 = 0
21+ 5x0 + 3x3 — x4 — 225 =0

\\ | Valioso: Sea r el rango de A de m x n, entonces en los ejemplos anteriores se reconoce la siguiente
igualdad:

“ntimero de variables libres” = dim ( Null(4)) =n — -

La segunda igualdad es conocida como el “Teorema del Rango”.
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4. Combinaciones lineales

N\ | Valioso: Las columnas de una matriz A € R™*" son linealmente independientes si y solo si el
sistema AZ = 0 tiene solucién unica (ver teorema 4.2). Eso solo ocurre si r = rango(A) = n.
Conclusion: Las variables bésicas indican columnas lin. indep., mientras cada variable libre identifica

un columna lin. dependiente.

Ejemplo 4: Encuentre una base del conjunto span{u,d,w} = Img(A) donde

3 2 0 3 2 0
u=|-1|, v=|1], w=|-5 & A=|-1 1 -5
) 3 1 5 3 1

106

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



[made with Geogebra]

Geométricamente significa que los
vectores ,d,w yacen todos en el
mismo plano. Cada pareja de estos
vectores podria servir como base del
plano. Pero, los unos principales en
la FER de A identifican u,d.

Definicion (Espacio Columna). Sea A una matriz de m x n. El sub-espacio Img(A) de R™,

generado por las columnas de A, también se denota por Col(A) :
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4. Combinaciones lineales

Definicion (Espacio Renglén). Sea A una matriz de m x n. Al sub-espacio de R", generado por

los renglones de A, lo denotdremos por Renglén(A) :

\\ | Las operaciones elementales son combinaciones lineales particulares de renglones y como son rever-
sibles, tenemos Renglén (FER(A)) = Renglén(A4). Més atn, los renglones de la FER distintos de

cero forman una base, ya que son linealmente independientes y generan los renglones originales.

Ejemplo 5: Encuentre una base para el espacio Renglén(A) donde

1 3 1 6
2 -1 0 1 -1
A=
-3 2 1 =2
4 1 6 1 3

Solucion: Encontrar la FER y definir la base (y dimensién).
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Resultado: Solo cuentan los renglones distintos de cero, es decir, la base y el espacio renglén de este

ejemplo son:

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
B = 1 1,12(,]0 y Renglén(A) = span 11,121],]0 CRS
0 0 1 0 0 1
-1 3 4 -1 3 4

\

Por definicion, el nimero de elementos de la base B es la dimensién del espacio. En este caso, la
dimensién de Renglén(A) es igual a |B| = 3. Ademds, como en el ejemplo anterior podemos usar

que los unos principales indican las columnas (originales) L.I, es decir, también hemos encontrado

1 1 1
2 -1 1
Col(A) = span , , CR%. 4.1
(A) =sp 5 0 Ll (& (4.1)
4 1 1

N  Lema 4.4 (importante). Sea A € R™*™ wuna matriz con m renglones y n columnas y rango r,

entonces el espacio Col(A) CR™, el espacio Renglon(A) CR™ y

dim ( Renglén(A)) = r = dim ( Col(A)).
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Aquí   terminó   clase 13


4. Combinaciones lineales

Demostracion. La FER de A tiene r unos principales y contiene combinaciones lineales de renglones
de A. Entonces, tiene r renglones distintos de cero que son linealmente independientes. Dado que
los renglones originales son combinaciones lineales de estos renglones, cada renglén de A que fue
convertido en cero en la FER (de A) es combinacién lineal (no-trivial) de los r renglones L.I. Por
cada tal renglén, Lema 4.1(b) permite escribir el conjunto generado sin ese renglén, es decir, se
reduce el ntimero de renglones en el conjunto generador a los r vectores L.I. Por lo tanto, esos
renglones forman una base de Renglén(A4) y dim(Renglén(A)) = r.

Por otro lado, los r unos principales identifican r columnas linealmente independientes y usar
1 como valor de una variable libre, permite escribir la columna asociada como combinacién lineal
(no-trivial) de las r columnas L.I. Entonces, Lema 4.1(b) permite escribir el conjunto generado
sin esas columnas y solo quedan las r columnas L.I. en el conjunto generador. Por lo tanto, esas
columnas forman una base de Col(A) y dim(Col(A4)) = r. O

N\ | Los dos ejemplos anteriores (4,5) mostraron como encontrar bases de Col(A) y de Renglén(A).
A veces el siguiente truco puede reducir el nimero de operaciones elementales.

Las columnas de A son los renglones de AT, por lo cual

Col(A) = Renglén(A") y Renglén(A) = Col(AT).

Ejemplo 6: Encuentre otra base para el espacio Col(A) usando Renglén(AT) = Col(A).

1 1 3 1 6

2 -1 —
A 0 1 1

-3 2 1 =2

4 1 6 1 3

Solucion: Encontrar la FER de AT y definir la base (y dimensién).
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Resultado: Hemos encontrado otra base que en (4.1) con la misma dimensién 3 :

Col(A) = span C R%. (4.2)

_ o O =
D O = O
w = O O

Més tarde usaremos Lema 4.1(b) para ver que los conjuntos en (4.1) y (4.2) son iguales.
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4. Combinaciones lineales

4.3.2. Resultados generales e importantes

Lema 4.5 (Sistemas homogéneos). Si [A|0] es un sistema homogéneo de m ecuaciones con n

variables, donde m < n, entonces el sistema tiene soluciones no-triviales.

Demostracion. Dado que es un sistema homogéneo, este tiene al menos la solucién trivial 0 y por
lo tanto es consistente. Mds atin, sabemos que rango(A) =r < min{m,n} = m ya que hay a lo
mds tantos unos principales como ecuaciones o variables (lo que sea menor). Sabemos que hay n —r

variables libres y con la hipdtesis concluimos
“# de variables libres” =n—r>n—m >0,

es decir, el sistema tiene por lo menos una variable libre, la cual, si es distinta de cero, da soluciones

no-triviales. O

Ejemplos: Matrices (aumentadas) con variables libres (en paginas 102, 104, 105 y 109):

Los siguientes resultados son “teoremas” por su importancia, no por la complejidad de la prueba.

Ejemplos: El siguiente teorema dice que conjuntos con més elementos que una base son linealmente

dependientes.
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4.3. Bases y dimension

\ | Teorema 4.6. Sea (V,+, ) un (sub-)espacio vectorial con una base {¥1,...,B,} CV de V.

Si U1,..., U, €V con m>n, entonces {U1,...,Un} es un conjunto lin. dependiente.

Demostracion. Tenemos que ver si la siguiente ecuacién tiene una solucién no-trivial:

a1ty + oty + ...+ oty = 0. (*)
Por hipétesis B = {¥1,...,0,} es una base de V. Entonces cada elemento de V se puede escribir
en combinacién lineal de los elementos de B. Como 1, ..., U, € V podemos escribir sus elementos

como sigue:
U = a1191 + a12%2 + ... + a1,0p

U2 = a2101 + a2V2 + ... + a2, 9,

ﬁm = aml'ﬁl + amg’l_fg + ...+ amn’l_fn

Al sustituir las ecuaciones del sistema (%) en la ecuacién (x) obtenemos
o1 (011’01 +apv+...+ a1n’vn) + a2 (a21’01 + axv +... + azn’vn)
+ . 4 am (am1B1 + amaBs + ... + AmnBy) = 0.

La definicién 3.1 nos permite expandir los parénesis (2b), multiplicar primero los escalares (2d),
cambiar la posicién de los vectores sumados (1d), evaluar primero las sumas asociados al vector o;

(1c) y factorizar los vectores ¥; (2c¢). Como resultado la igualdad anterior da:
(041011 + aza21 + ...+ Oémaml)51 + (Oé1a12 + aza2 + ... + Oémam2)52
+ ...+ (alaln + agaon + ...+ amamn)’l_f'n =0.

Dado que B es base, los vectores ¥; son lin. independientes, entonces los coeficientes de la

combinacién lineal anterior deben ser cero. De este modo tenemos el siguiente sistema:

ar1a11 + 2021 + ... F @y, =0

arai2 + Qa2 + ...+ apame =0

101, + agaon + ... + mQmn = 0

Este sistema lineal homogéneo tiene n ecuaciones y m > n variables. En estas condiciones, el

lema 4.5 dice que existe una solucién no-trivial para los aq,...,a,,, es decir, para la ecuacién (x)
existe una solucién tal que «a; # 0 para alguna ¢ € {1,...,m}. Entonces, por definicién el conjunto
de los vectores en {41,...,U,,} es linealmente dependiente, lo cual termina la prueba. ]
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4. Combinaciones lineales

\\ | Teorema 4.7 (de la Base). Sea (V,+,") un (sub-)espacio vectorial.
Si {dy, ..., Um},{V1,...,0,} TV son bases de V, entonces m = n.

“Cualesquiera dos bases de un (sub-)espacio vectorial tienen el mismo nimero de vectores.”

Demostracion. Sean B = {v1,...,9,} & C={ui,..., Uy} dos bases de V.

Necesitamos probar que m = n, lo haremos en forma indirecta suponiendo m >n 6 m < n.
Caso 1 (m > n): Dado que B = {¥1,...,9,} es basey m > n el teorema 4.6 dice que cada
conjunto con m > n elementos es linealmente dependiente. Eso contradice que C es base.

Caso 2 (m < n): Dado que C = {1,...,Un,} es basey n > m el teorema 4.6 dice que cada
conjunto con n > m elementos es linealmente dependiente. Eso contradice que B es base.

Negando los casos tenemos m <n & m >n lo cual da m =n y termina la prueba. O

\\ | Corolario 4.8. Sea (V,+,) un (sub-)espacio vectorial con V de dimensién n. Entonces, cada

conjunto linealmente independiente de n vectores {u1,ua,..., Uy} CV es una base de V.

Ejemplo: Matrices distintas cuyas columnas son bases para R?:

Ejemplo: Los resultados (4.1) y (4.2) muestran dos bases para Col(A).

Usamos Lema 4.1(b) para mostrar igualdad entre los generados:

1 1 1 0 0
2 —1 1 _ ¥ 0 1 0
span , , & Col(A) @2 span , , C R*.
-3 2 — 0 0 1
4 1 1 6 3
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N\ | Lema 4.9. Sea (V,+,-) un (sub-)espacio vectorial y sea {¥1,...,B,} CV un conjunto de vectores
linealmente independiente. Si w € V, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) {w,V1,...,9,} es linealmente independiente.
ii) W no pertenece a span{¥i,...,0p}.
Demostracion. Ejercicio. Ayuda: Usar definiciones y el teorema 4.2. O

Interpretacion: El lema 4.9 nos dice que si @ € V no se puede poner en combinacién lineal de un
conjunto {¥1,...,9,} lin. independiente, entonces {w,v1,...,9,} es L.I. Por lo tanto, el teorema
permite construir conjuntos L.I. més grandes. El siguiente teorema dice que este proceso termina

cunado existe una base finita.

Ejemplo: La base canénica (y algo mas) en R*:
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4. Combinaciones lineales

W\ | Teorema 4.10. Sea (V,+,-) un (sub-)espacio vectorial de dimensién n. Si p < n y el con-
gunto {¥1,...,8,} C V es lin. independiente, entonces se pueden encontrar m — p wvectores

Upt1, Opt2,...,0n €V tales que {V1,D2,...,U,} es una base de V.

Interpretacion: Cualquier conjunto lin. indep. se puede extender a una base.

Demostracion. Sea n la dimensiéon de V y {¥1,...,7,} un conjunto lin. independiente.

Si p =n, entonces por el corolario 4.8 el conjunto {¥1,...,¥,} ya es base.

Si p < n, entonces span{¥i,...,0%,} € V ya que la dimensién de V es n, lo cual (por
definicién ﬁ) dice que una base tiene n elementos. Por lo mismo, existe un elemento ¥,+1 € V que
no pertenece al espacio span{v1,...,0,}. Es decir 9,11 & span{i,...,¥,} y por la equivalencia
en lema 4.9 el conjunto {@1,...,%,,¥p41} tambiénes L.I. Si p+1 < n, entonces podemos repetir este
mismo razonamiento y obtener un elemento @,12 ¢ span{¥i,...,%,, Up41} aplicar la equivalencia
del lema 4.9 para obtener que {D1,...,0p, Upt1,Upt2} es LI Esto se continua hasta obtener un
conjunto de p+ (n —p) elementos L.I., es decir hasta obtener que {@1,...,¥p,0pt1,...,Vn} es L.L

y por lo tanto es base por el corolario 4.8. O

\\ | Nota: Si tenemos un sub-espacio vectorial (S,+,-) de un espacio vectoral (V,+,-) y una base
{®1,...,9,} de S, entonces el teorema 4.10 permite completar esta base a una base de V, digamos

{?1,...,Up,0pt1,...,Un} donde n > p esla dimensién de V.

Ejemplo: Si unimos las bases de Renglén(A) & Null(A) tenemos una base de R™ :
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4.4. Resumen y un mind map

4.4, Resumen y un “mind map”

De los recientes dos temas, los siguientes hechos son de gran utilidad para seguir entendiendo:

Hacemos primero un dibujo para ubicar espacios asociados a matrices que hemos introducido.

Consecuencias :

= “La negacién” del teorema 4.2:

Los vectores {¥1,...,U,} son linealmente dependientes si y solo si la siguiente ecuacién tiene
soluciones no-triviales: ;91 + ag®s + ...+ ap®, =0.

(Una solucién no-trivial es distinta de la solucién cero.)

= Por el teorema 4.2 tenemos: Columnas LI. <= [A]0] = [U1,..., ﬁn\ﬁ] tiene solucién tnica
<= FFER(A) tiene n unos principales <= rango de A es n. Eso requiere m >n ya

que n=r y r <min{m,n}, es decir, “el sistema no tiene mas variables que ecuaciones.”

» Un sistema no homogéneo (con lado derecho b # 0) siempre tiene solucién si existen tantos
unos principales como ecuaciones, es decir, cuando m = r < min{m,n} lo cual permite

variables libres y a la vez excluye renglones lin. dependientes.
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4. Combinaciones lineales

Espacios de matrices:

Si A € R™*" es una matriz de m renglones y n columnas, entonces

= Surango r es el numero de unos principales en la FER de A

= La imagen de A son los puntos en R™ que se alcanzan como combinaciones lineales de

columnas de A y se escribe de las tres siguientes formas:

Img(A) = Col(A) =span{A.1,A.n,..., Ay} CR™.

« Sean A € R™*" y B = FER(A) € R,
Los r renglones de B distintas de cero forman una base de Renglén(A4) = Renglén(B) C R™.

Los r unos principales en B identifican r columnas lin. independientes de A que forman
una base de Img(A) = Col(A4) con r <n columnas, donde Lema 4.1(b) confirma la igualdad

entre los conjuntos generados “span”.

= Las dimensiones de su espacio renglén y columna son iguales al rango, i.e.
dim (Img(A)) = dim ( Col(A4)) = r = dim ( Renglén(A)).

Interpretaciones: “# columnas lin. indep.” , “# unos principales” , “# renglones lin. indep.”

= El espacio nulo Null(4) € R™ es el conjunto de todas las soluciones del sistema AZ = 0. Su

dimensién es igual al “ntimero de variables libres”, i.e.
dim (Null(A)) =n —r-.

Interpretaciones alternativas: “# direcciones lin. indep. cuyo producto punto con renglones de
A es cero” , “4 columnas lin. dep. de A” y “# columnas de la FER(A) que NO contienen

un uno principal”.

La formula de la dimension:

n = dim (Img(A4)) + dim (Null(A4)) (4.3)

Formas alternativas: Interpretaciones de dimensiones se encuentran arriba.

n = dim ( Col(A4)) + dim ( Null(A4))
=(r)+(n-r)
= dim ( Renglén(A4)) + dim (Null(A4)).
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Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 14


5. Matrices inversas

Dado un sistema lineal AZ = 5, esta seccién es dedicada a describir como la solucién & depende
del lado derecho b. Sera necesario encontrar y definir condiciones que justifican la existencia y
unicidad de soluciones del sistema cuando el lado derecho b es cualquier vector con renglones
adecuadas.

Primero motivamos que A tiene que ser cuadrada, e.g n X n, y debe tener rango r = n.

Motivacion 1: Si A € R™*™ entonces la existencia (para cualquier b ) requiere r =m :

Motivacion 2: Si A € R™*™  entonces la unicidad requiere r =n :

N Conclusion: Existencia y unicidad para cualquier vector b solo se puede dar para matrices A

cuadradas con rango r = n. Es decir, su FER de A debe ser la matriz identidad.

Objetivos:

= Se requiere encontrar una segunda relacién entre la solucién # del sistema AZ = b y el lado
derecho b. En mateméticas si b= f(Z) = AZ (es una relacién), entonces se usa la notacién

T = ffl(g) donde f~1 describe como llegamos de b a Z.

= Encontrar condiciones equivalentes para la existencia y unicidad de soluciones y de la funcién

anterior.

119

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



5. Matrices inversas

Intuicion: “duplicar lo que pasa en los reales”

Considere la ecuacién ax = b con ntmeros a,b € R y la incégnita z. Cuando deseamos que
esta ecuacién tenga solucién tnica pedimos que a # 0, ya que asi existe el “multiplicativo inverso”

y se puede despejar x. Veamos lentamente como funciona ese proceso:

-1

axr=b <= a Y ar)=a"b = (@ 'a)z=(a"Nb = 1-2=a""b

En analogfa con la situacién en R, si tuviéramos una matriz “ A=1” con la propiedad A7'A = I,

entonces podriamos duplicar una direccion de arriba:

AZ=b — A YAZ)=A"'b0 — (A 'Az=(A"Yb < IZ=A"b.

Para tener una equivalencia (en el primer paso) necesitamos que el producto de A & A~! sea

conmutativo, es decir, se ocupa AA~! = I para asegurar que la Z es solucién del sistema:

IZ=A"0 — A(IZ)=A(A"'0) — (ADZ=(AAYb < AZ=1Ib=0b.

Conclusion: Si se puede resolver el sistema AZ = b con solucién tinica, entonces debe existir una
matriz B tal que BA = 1. Ademads, la misma matriz debe satisfacer AB = I. Una vez mostrado
la unicidad de B usaremos el simbolo A~!, pero por el momento la siguiente definicién estara

suficiente.

Definicion. Sea A una matiz cuadrada de n x n. Decimos que A es invertible (6 no singular 6

regular) si y solo si existe una matriz B de n X n que cumple
BxA=1 & AxB=1 (5.1)

donde I es la matriz identidad de n X n. La matriz B es una inversa de A.
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Ejemplo: Compruebe que una inversade A= (23) es B= (2 7).

Solucion: tenemos que calcular los productos AB & BA:

Ejemplo: Demuestre que la matriz A = (12) no tiene inversa.

Solucion: Si A tiene inversa, entonces podriamos encontrar una matriz:
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5. Matrices inversas

El siguiente resultado confirma la conmutatividad y unicidad. Su demostraciéon sugiere como

encontrar la inversa.

Lema 5.1. Suponga, que A es una matriz de n X n y existe otra matriz B de n xn tal que
BA = 1. Entonces B satisface AB =1 y es inica. Esa matriz B es conocida como la (matriz)

inversa de A y serd denotada pr A~

Demostracion. Paso 1: Si BA = I, entonces existe C' tal que AC = 1.

Si BA =1, entonces el sistema lineal AZ = 0 tiene la solucién
Z = 1% = (BA)Z = B(AZ) = BO = 0.

Por lo tanto, las columnas de A son L.I. (teorema 4.2). Por eso, la FER(A) es la identidad (pues
tiene n unos principales). Como resultado, el sistema AZ = b tiene solucién dnica para cualquier
vector. En particular, para los vectores canénicos tenemos soluciones {&1,...,&,} C R™ definidas

por los sistemas

Ady=¢€é1, Ado=¢6y, ..., AZ,=¢,.
Ahora, definimos la matriz C' tomando las #1,...,Z, como sus columnas y multiplicamos
AC = A[:El,iig,...,:fzn] = [A:f:l,A:EQ,...,Aé’:n] = [61,62,...,é’n] =1 (%)

Paso 2: Suponga ahora que BA =1y AC =1, entonces C = IC = (BA)C = B(AC)=BI =B
6 B =C. Con el mismo argumento se muestra que B es Uinica, ya que suponer que existen dos

matrices que cumplen ambas igualdades BiA =1 y ABy =1 resultan en By = Bs. O

El método de Gauss-Jordan para calcular la inversa

La idea es usar (x) que equivale al sistema AB = I y resolverlo.

s Paso 1: Dada la matriz A de n x n se construye la matriz “super-aumentada” [A|I], donde
I es la matriz identidad de n x n.

(Esa matriz representa el sistema AB = I con la incégnita B.)

s Paso 2: Se aplican operaciones elementales (por renglones, es decir, el método de Gauss-Jordan)

con el objetivo de llevar la matriz A a su FER. Si esto resulta posible, entonces
[Al1] = [1]A7]

= Si el paso 2 falla, entonces A tiene renglones linealmente dependientes y su inversa no existe.
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Ejemplo: Encuentre (si existe) la inversa de la matriz

o
Il
b
w
—
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5. Matrices inversas

Ejemplo: Resuelve el sistema A% = b con b= (1,2,3)7 vy la inversa de A dada por:

R
A—lzg 1 -3 4
7T -5 4

Ejemplo: Decide si la siguiente matriz tiene inversa:
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5.1. Existencia de la inversa (I)

5.1. Existencia de la inversa (I)

El siguiente teorema da criterios “intuitivos” para cuando existe la inversa de una matriz cuadrada.

El nombre contiene “primer” ya que méas adelante veremos mas criterios.

\\ | Teorema 5.2 (Primer teorema de la inversa). Sea A € R™ " wuna matriz cuadrada.
Los siguientes enunciados son equivalentes:

A es invertible / A tiene inversa.

— —

AZ = b tiene una unica solucion para todo b € R™.
AZ =0 tiene solucidn unica (la trivial).
La FER de A es la matriz identidad.

Las columnas de A son linealmente independientes.

S S v &

Los renglones de A son linealmente independientes.
\\ | Recuerde que si tenemos un enunciado de la forma p = ¢, la contra-positiva es ¢ = —p.

Ejemplo abstracto: p= “A esinvertible” = ¢ = “A tiene columnas lin. independientes”.
Contra-positiva: =g = “ A tiene columnas lin. dependientes” — —-p = “A no tiene inversa’.

En palabras: Si “ A tiene columnas lin. dependientes”, entonces “A no tiene inversa’”.

Ejemplos prdcticos: En pégina 121 vimos que la matriz A = (12) no tiene inversa.

“ Si conocemos A~1 entonces la solucién del sistema AZ =b es & = A~1b.
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Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 15


5. Matrices inversas

5.2. Propiedades de la inversa

Ejemplo zoom-zoom:

Ejemplo rotaciones:

Ejemplo rotacion y zoom:
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5.2. Propiedades de la inversa

\\ | Si recuerdas las reglas (AT)T = A, (AB)T = BTAT & (A7) = (A")T del Teorema 2.4, entonces
las igualdades de las inversas se te facilitaran.

“ Teorema 5.3. Sean A wuna matriz invertible, entonces se cumple que:
a) A7! también es invertible y (A~H)71 = A.

b) Sea v € R distinto de cero, entonces yA es una matriz invertible y (yA)~! = %A_l.

c) AT también es una matriz invertible y (AT)"1 = (A71)T.
Debido a que no importa ese orden, también se escribe A~ .

d) Si B es otra matriz invertible del tamano de A, entonces AB es invertible y su inversa es
(AB)"' =B tA™L
e) Sea k € Ny (un natural positivo) entonces A¥ es una matriz invertible y
(AF)71 = (A7)E,

Demostracion. Para realizar la demostracion de los incisos haremos uso de la ecuacién (5.1), es decir,

A es invertible si existe una matriz B tal que AB =1 = BA y se dice que B~ = A.
Para mostrar a) sea B = A~!, entonces como A es invertible A tiene inversa y se cumple

b) Sean A* = (%A’l) & B* = (vA). Por demostrar que A*B* =1 & B*A* =1.

c) Ejercicio:
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5. Matrices inversas

d) Sean A* = B~'A~! & B* = AB, entonces debemos mostrar que A*B* =1 & B*A* =1.

e) Usamos (de nuevo) induccién sobre k empezando con k = 2.

Paso Base:

Sea k =2, entonces (A%)7! = (A% A)~! D oprypt = (A~H2, lo cual confirma la igualdad.
(Notar que el producto A x A requiere (por la regla de oro) que A es cuadrada.)

Hipotesis inductiva:

Supongamos que el resultado se cumple para un k > 2, es decir, (AF)~! = (A7),

Paso induccion:

Tomando la hipdtesis de inducciéon aumentamos k a k+1:

Empecemos con el lado izquierdo:

(Ak—i-l)—l _ (Ak *A)_l 4 A—I(Ak)—l B/H.d.I. A_l(A_l)k _ (A‘l)kH.

Con esto se termina la demostracion. O

5.3. Matrices elementales y sus inversas

Definicion. Una matriz cuadrada de n X n es una matriz elemental si es el resultado de aplicar

una sola operacién elemental (pagina 19) a la matriz identidad 1. .. Existen 3 tipos.

N\ | El producto de una “matriz elemental” y otra matriz A efectia la operacién elemental en A.

Ejemplo tipo 1: Intercambio de filas.
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Ejemplo tipo 2: multiplicar por un ntimero distinto de cero.

Ejemplo tipo 3: multiplicar una fila por un nimero y sumar el resultado a otra fila.
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5. Matrices inversas

5.3.1. Eliminacién Gaussiana con matrices elementales

La eliminaciéon Gaussiana se puede ver como muchos productos matriciales. Si “acumulamos” las

matrices elementales, entonces podemos escribir A & A~! como producto de ellas.

Ejemplo: Resuelve el siguiente sistemas de ecuaciones lineales y compare su respuesta con la
multiplicacién de matrices elementales:
r4+2y+22=1
4o+ 8y + 92 =3
3y+2z2=1
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\\ | Una forma escalonada de A se puede encontrar multiplicando la matriz A (siempre por la izquierda)
por matrices elementales. Si esto se hace sin matrices elementales del tipo 2, entonces los unos

principales no se pueden generar, pero A se pone en forma triangular superior U.
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5. Matrices inversas

En el ejemplo anterior vimos un caso especial del siguiente resultdado:

Lema 5.4. Se A es una matriz de n x n invertible, entonces existen k matrices elementales

Ey, ..., B tales que By ---FEs 1 A= 1. De esto se sigue que
At=E,--EBEB & A=E'Ey'-- EL

Demostracion. Por teorema 5.2 sabemos que la FER de A es la matriz identidad. Entonces, existen
k € N operaciones elementales que convierten A en I. Para cada operacién elemental existe una
matriz elemental que realiza la operacién elemental como producto de matrices, por lo tanto, tenemos
By - EbEB1A=1.

Por el teorema 2.3 sabemos que la multiplicacién es asociativa por lo cual el el primer producto,
es decir, la matriz B = (Ej--- E2E1) satisface BA = I. Entonces, por Lemma 5.1 concluimos que
AB=1y B=A"1.

Por el teorema 5.3d) sabemos que la inversa de B = Ej---EyE; es B~ = Efl E;l e Ekjl y

por propiedad a) concluimos B~! = (A71)~! = A. O

Lema 5.5. Si E € R™" es una matriz elemental, entonces E es invertible y E~' es elemental

del mismo tipo que E. Mas aun
1. Si E es de tipo 1, entonces E~' = E.

. . R; _ . _1Ri _
2. Si E esdetipo 2e I A , entonces E~1 se obtiene de I = gl
. . R+ R; . —YRi+R;
3. Si E esdetipo8e I P E, entonces E~' se obtiene de I A0 g

Ejemplos:
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Aquí   terminó   clase 16


5.4. Una formula rapida para la inversa de 2x2

5.4. Una formula rapida para la inversa de 2 X 2

Para cada matriz A € R"*" existe un nimero (escalar) que determina si A es invertible.
Ese ntimero serd llamado “determinante de A” det(A) en la siguiente seccion.

Para matrices 2 x 2 el niimero es sencillo.

N | Lema 5.6. 5i A= (‘é g) es invertible, entonces ad—bc # 0.

Demostracion. Por hipétesis A es invertible y por ser cuadrada el teorema 5.2 implica que sus
renglones y columnas son linealmente independientes. Como un renglén y una columna de ceros es
lin. dependiente, podemos hacer dos casos.

Caso 1: Si a =0, entonces ¢ & b son distintos de cero y por lo tanto ad —cb = —cb # 0.

Caso 2: Si a # 0, entonces

Lema 5.7. Si la matriz A =

b
d] satisface ad —bc # 0, entonces A es invertible y
c

Demostracion.
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6. Determinantes

Histéricamente los determinantes fueron introducidos (siglo XVII) antes que las matrices
(siglo XIX). El concepto de determinante aparecié por primera vez en la publicaciones

del matematico japonés de Seki en 1683. [en.wikipedia.org, visto el 16.10.2024]
La teoria en esta seccién serd tomada del libro de los profesores Mota & Rumbos.

Definicion 6.1. El determinante de una matriz A = (‘Cl g) de 2 x 2 se define como

det(A) = ad — be.
\ | Teorema 6.1. La matriz A = (2%) es invertble si y solamente si det(A) = ad — be # 0. Ademds:

a b
d

B 1
"~ ad—be

d —=b

—C a

A=

] & A1

Demostracion. Si A es invertible, Lemma 5.6 muestra det(A) = ad — bc # 0. Por otro lado, si

det(A) = ad — bc # 0, Lemma 5.7 muestra que A es invertible y da la férmula. O]
\\ | Recuerde que si tenemos un enunciado de la forma p = ¢, la contra-positiva es ~¢ = —p.

Ejemplo abstracto: p= “A esinvertible” — ¢= “det(A) #0".
Contra-positiva: g = “det(A) =07 = -p= “A no tiene inversa”’

Por teo. 5.2 ser cuadrada y no tener inversa equivale a que A tiene columnas y renglones LD.

Ejemplo: (Las matrices A= (33) & B=(3%) tienen inversa?
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6. Determinantes

Interpretacién geométrica (para Calculo IlI).

\\ | El determinante es el factor con el cual se aumenta / reduce el volumen.

Ejemplo: Sea A= ({ %), entonces det(A4) = 3.

Calcule el drea encerrado por & = (1), &2 = ('), @3= (1) &

8!

4= (")) v el drea encerrado

por Yy = A%,y = Ay, Y3 = AZs & Y4 = AZy.

Ejemplo: Sea A= (4%), entonces det(A4) = 0.
Calcule el drea encerrado por &1 = (J),Z2 = (V),%3 = ({) & &4 = (}) y el drea encerrado

por :I_jl = Ail,gg = Aﬁg,:l_jg = Aig & :l_j4 = A£4

Importante: El volumen se mantiene positivo si y solo si det(A4) #0 <= A~! existe.
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6.1. El determinante es una funcion multilineal.

6.1. El determinante es una funcién multilineal.
Definicion 6.2. Una funcién F': R™*™ — R que toma una matriz y asigna un valor real es multilineal
en los renglones si satisface las siguientes dos propiedades para cada i € {1,2,...,n} :

i) Sea A € R™" una matriz y A;, la matriz que se obtiene de A multiplicamos la i— ésima

fila por el nimero v € R, es decir

A1 Al
A= | A; & Ay = | A |,
An Ap

entonces la funcién F debe cumplir

F(An) =y F(A).

ii) Sean A, A’, B € R™™" matrices tales que A, A’, B solo son diferentes en el renglén i y B

contiene en su renglén ¢ la suma de los renglones ¢ de A, A’, es decir

Al Al Al
A=Al a=|u & B=|A+4],
A An A

entonces la funcién F debe cumplir

F(B) = F(A) + F(A").

Ejemplo: Demuestre que el determinante de una matriz 2 x 2 es una funcién multilineal (por

renglones). Verifique las propiedades de definicién 6.2 para las matrices

b b b b+b
A— [ A= az 02 A = ya vy & B— a+az b+ 0 .
c d c d c d c d
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Ejercicio: Sea A,I € R**2. Verifique que det(A) =0 si a tiene 2 renglones iguales y det(I) = 1.

En general, el determinante de una matriz de n x n es una funcién multilineal que adicionalmente

cumple lo del ejercicio anterior.

Definicion 6.3. La funcién determinante 6 el determinante
det: R™"™ - R

satisface las siguientes propiedades

1. det es una funciéon multilineal en los renglones.
2. det(A) =0 cuando A tiene dos renglones consecutivos iguales.

3. det() =1.

Nota: Algunos autores (e.g. en Célculo) ocupan la notacién de |A| en lugar de det(A).

De la definicion 6.3 salen muchas propiedades generales que permiten construir una nueva forma
de resolver sistemas lineales (la “Regla de Cramer”), calcular el determinante para matrices n x n

y verificar que el resultado cuando n = 2 coincide con el valor dado por la definicién 6.1.

Ejemplo: Cambiamos renglones de una matriz y vemos como cambia el determinante.
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Ejemplo: “Multilinealidada” Si

a b
a=|c
i
m n

;,Cudl es el determinante de B ?

det(A) =42 y

S = o

NS QL

win
s

661

3 e
g
667 66k
™ TOo

>

664

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx

139



6. Determinantes

6.2. Propiedades de determinantes

El objetivo de esta seccién es demostrar 4 propiedades principales de determinantes. Estas serviran
més adelante en esta materia y luego en otras materias avanzadas. También sirven para entender la
formula del determinante que veremos mas adelante.

Las 4 propiedades:

1. Si A tiene dos renglones iguales, entonces det(A) = 0.

(Esa da determinantes de matrices elementales)
2. Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si det(A) # 0.

3. Si A, B son matrices cuadradas, entonces det(AB) = det(A) det(B).

Interpretacion: Dos matrices A, B son invertibles si y solo si su producto AB es invertible.

4. Sea A una matriz cuadrada, entonces det(A") = det(A).

Importante para valores propios (mds tarde).

6.2.1. La primera propiedad

Esa propiedad permite calcular determinantes de matrices elementales (el corazén del resto).

Paso 1. Si A’ se obtiene a partir de A intercambiando dos renglones consecutivos, digamos renglén
i e i+1, entonces det(A’) = —det(A).

Demostracion. Eso se demuestra usando definicién 6.3 2) y definicién 6.2 ii):

Por def. 6.3 2): A+ A
= o=det | T AM
A+ Aina
Por def. 6.2 ii): A A,
= det ’ + det i
A + A A+ A
Por def. 6.2 ii): , . A A
= det “| + det "l 4 det 4 det o
i i+1 i Aip1
Por def. 6.3 2):
=0+ det(A) + det(4") +
Es decir, 0 = det(A) 4 det(A") o bien det(A’) = —det(A). O

O
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Aquí   terminó   clase 17


6.2. Propiedades de determinantes

Ejemplo: La definicién 6.3 generaliza y no contradice definicion 6.1. Para verificar esto, calculamos

el determinante de una matriz 2 x 2 usando definicién 6.3.

W\ | Lema 6.2 (Ayuda). Si A tiene dos renglones iguales, entonces det(A) = 0.

Demostracion. Sea. A igual en los renglones ¢ & k con i < k, entonces k =i+ 1+ d para
d=k—(i+1).

Si d =0, entonces k =i+ 1 y A tiene dos renglones consecutivos iguales, con lo cual la
definicién 6.3(2) da det(A) = 0.

Si d > 0, entonces se cambia el renglén k£ con el renglén anterior d veces. Después, de d cambios
tendremos una matriz Ay tal que el renglén k& de A se encuentre en el renglén i+1 de Ay, por lo
cual los renglones 4,7+ 1 de Ay son iguales y por definicién 6.3(2) se tiene det(Ag) = 0. Ademds,
por paso 1 tenemos det(Aq) = (—1)?det(A) y se concluye det(A) = (—1)%det(A4q) = 0. O
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6. Determinantes

6.2.2. Determinantes y operaciones elementales
Para demostrar la equivalencia vemos primero como operaciones elementales afectan determinantes.

Lema 6.3. Sea A € R™"™ es una matriz cuadrada, las operaciones elementales afectan el determi-

nante como sigue:

1. Si A EE A’} entonces det(A’) = —det(A).
2. 5 A AL A, entonces det(A’) = ydet(A).

3. i A "HBLD A, entonces det(A’) = det(A).

., . . ., Rﬁ—)R
Demostracion. Consideramos la primera operacién A ~~—* A’. Usando los renglones de A
definimos una matriz de ayuda que tiene en el renglén ¢ y renglén k la suma de los renglones

A;, A de A. Los puntos verticales representan otros renglones de A, por lo que se tiene

A + Ay
Por lema 6.2:
0 = det :
A + Ay
Por def. 6.2 ii): A; 4 A Ak
=det| : | +det]| : | +det| : | +det
A; Ay A; Ay,

Por lema. 6.2:
=0+ det(A) + det(A") +0.

Se concluye que 0 = det(A) + det(A’) o bien det(A’) = —det(A).
Ahora, la segunda operacién A 2% A7 elemental solo para v # 0. Por definicién 6.3 det es
una funcién multilineal y se cumple la propiedad i) de la definicién 6.2. Por lo tanto, dado que

A" = A, concluimos det(A’) = det(A;,) = ydet(A). o

Finalmente, consideramos A gplasiy A’. Aqui, la definicién 6.2 ii), i) y lema 6.2 dan:
A; A; A; A; A;
det(A’) = det : =det| : |+det| : | =vdet| : [ +det]| :
’}/A,L + Aj ’}/A,L Aj A; Aj
=70 + det(A) = det(A).
Para la tercera operacién elemental concluimos que det(A’) = det(A). O
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6.2. Propiedades de determinantes

Consecuencias del lema 6.3:

Paso 2. Si en lema 6.3 A =1, entonces A" es una matriz elemental y su determinante es:

1. 5i 1 Ey, entonces det(Ey) = —det(I) = —1.

2. 5i1 AL Eys, entonces det(E) = ydet(I) = 7.

9. g1 HLT Ey3, entonces det(E3) = det(I) = 1.

Paso 3. Las operaciones elementales son productos con matrices elementales y se cumple:

Rﬂ—}Rk

5. Dado que A A — A" = FEnA, se cumple

det(E; A) = det(A") = — det(A) = det(Ey) det(A).

6. Dado que A AR e A = EpA, se cumple
det(EpA) = det(A’) = ydet(A) = det(E2) det(A).

YR; +RJ

7. Dado que A A = A = E;3A, se cumple

det(Ei3A) = det(A’) = det(A) = det(Ey3) det(A).

Paso 4. Sean E(1),E(2),...,E(k) matrices elementales de cualquier tipo, entonces

det (E(k)--- E(2)E(1)A) = det(E(k)) - ... - det(E(2)) - det(E(1)) - det(A) (6.1)
k
= det(A) [ ] det (
=1

Demostracion. La asociatividad del producto de matrices y las propiedades anteriores permiten

cambiar una-por-una la matriz elemental por su determinante. ]

Paso 5. Si una matriz A de n X n tiene un renglon de ceros, entonces det(A) = 0.

Demostracion. Suponga que el renglén ¢ de A es cero. Multiplicamos ese renglén con cero para usar
la multi-linealidad (definicién 6.2 propiedad i), es decir A M Ao implica det(A;p) = 0det(A) = 0.
Pero, dado que el renglén ya era cero tenemos A = A;o y det(A) = det(A4;0) = 0. O

Contra-positiva: Si det(A) # 0, entonces A no tiene un renglén de ceros.
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6. Determinantes

Teorema 6.4. Sea A una matriz cuadrada, entonces A es invertible si y solo si det(A) # 0.

Demostracién. Sea A’ la FER de A que se obtiene aplicando operaciones elementales a la matriz
A. Por lema 5.4 existen matrices elementales tales que E(k)--- E(1)A = A’

Si A es invertible, entonces la FER de A es la identidad y A’ =T y ecuacién (6.1) nos permite
escribir 1= det(I) = det(A’) = det(A) []_, det(E(i)). Por lo tanto, det(A) # 0.

Por otro lado, si 0 # det(A), entonces 0 # det(A) Hle det(E(i)) = det(A’), ya que matrices
elementales tienen det(E(i)) =~; # 0 (algunos +1), ver paso 2. Entonces det(A’) # 0, es decir,
A’ no tiene un renglén de ceros (contra positiva de paso 5). Es decir, por ser cuadrada la FER de

A tienerango " =n y A es invertible. O

El teorema 6.4 negado:
det(A) =0 <= “A no es invertible” (6.2)

Ya que individualmente podemos usar contra-positivas:

Positiva Contra-positiva
A invertible = det(A) #0 det(A) =0 = A no invertible
det(A) #0 = A invertible A no invertible = det(A) = 0.

6.2.3. Determinantes de productos
El siguiente lema y teorema podrian estar en las paginas 120 y 126.

Lema 6.5. Si AC =1, entonces CA=1 y A es invertible con C = A1

Demostracién. Dado AC = I transponemos (AC)" =1 <= CTAT = I, por teorema 2.4 d).
Luego, por lema 5.1 existe D tal que ATD =1y D=CT. Transponemos de nuevo y usamos la
ley (AT)T = A para concluir I = (A"D)" = DTA = CA. Con la definicién sabemos que C' es

inversa de A, la unicidad sigue de lema 5.1. O

Teorema 6.6. Sean A y B matrices cuadradas, entonces
A & B son invertibles <= su producto AB es invertible.

Demostracion. Si A y B son invertibles, entonces por teorema 5.3 AB es invertible.

Por otro lado, sea AB invertible. Entonces (AB)~! existe y por asociatividad del producto de
matrices tenemos (AB)(AB)™! =1 <= A(B(AB)™!) =1. Es decir, A tiene inversa derecha
C = B(AB)™! que por lema 6.5 es la inversa de A y A es invertible.

El mismo argumento, da (AB)'AB =1 <= ((AB)'4)B = 1. Es decir, B tiene inversa
izquierda (AB)™'A que por lema 5.1) es la inversa de B y B es invertible. O
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6.2. Propiedades de determinantes

\\ | Teorema 6.7. Sean A, B € R"*" matrices, entonces det(AB) = det(A) det(B).

Demostracion. Si AB no es invertible, entonces A o B no lo son (contra-positiva de teorema 6.6).

Por lo tanto, con (6.2) tenemos
det(A)det(B) =0 =det(AB) .. det(AB) = det(A)det(B).

Por otro lado, si AB es invertible, entonces teorema 6.6 justifica que A y B son invertibles.
Por lema 5.4 podemos escribir a las matrices A y B como producto de matrices elementales
A=E/ Lo E; 'y B= Fr L. F e 1 Mi4s atin lema 5.5 justifica que inversas de matrices elementales
son matrices elementales, es decir, A = F; --- E}, y B= F) -+ Fy. En conclusién, usando la igualdad

(6.1) el determinante cumple:

det(AB) = det (Ey - -- ExB) = det(E) - . ... - det(Ey,) - det(B)

=det (Ey -+ Ey) - det(B) = det(A) - det(B). O
1
¥ Corolario 6.8. Si A es invertible, entonces det(A™) = .
det(A)

Ejemplo: Calcula los determinantes de A = (_31 %) y de su inversa A~

6.2.4. Determinantes de transpuestas

R R; . sy e . .
La matriz elemental de tipo uno I ——" E}; es simétrica, es decir Ej = EtT1 Ejemplo:
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6. Determinantes

. . R; T . .
La matriz elemental de tipo dos [ L FEys es simétrica, es decir iy = Eg Ejemplo:

FEp = ¥ —1

. . Ri+R; ., .
La transpuesta de matriz elemental de tipo tres [ Y= FE3 es también una matriz elemental de

tipo tres. Ejemplo:

1 —1 1 Y —1
Eiz = & Ej=
v 1 —7J 1 —7J
YR;+R; T T . .
Observe que I —— E,3, porlo cual E,; es una matriz elemental de tipo tres.

N\ | Conclusion: En cada caso, la transpuesta de una matriz elemental es una matriz elemental del mismo

tipo. Por lo tanto, paso 2 nos da sus determinantes:

det(E)) = =1 =det(FEy), det(EL) =~ =det(Ep) &  det(E}) =1=det(Eg). (6.3)

N\ | Teorema 6.9. Sea A una matriz cuadrada, entonces det(A) = det(AT).

Demostracion. Primero, A tiene renglones y columnas LI syss AT tiene columnas y renglones LI.
Entonces, por el teorema 5.2 A es invertible si y solo si AT es invertible.

Caso 1: Si A no es invertible, entonces AT no lo es y equivalencia (6.2) da det(A) = 0 y
det(AT) =0, por lo cual det(A) = det(AT).

Caso 2: Si A es invertible, entonces por lema 5.4 podemos escribir a la matrices A como producto
de matrices elementales A = E Lo E; 1 Maés ain lema 5.5 justifica que inversas de matrices
elementales son matrices elementales, es decir, A = Ej --- Ej,. Ahora, por el teorema 2.4(d) la
transpuesta tiene la forma A’ = E,;r . ElT . Finalmente, el paso 4 y las igualdades (6.3) nos

permiten concluir

k k
det(A) = [ [ det(Ei) = [[ det(E") = det(E}] --- E{') = det(A").
=1

i=1
O

W | Por det(A) =det(AT) se puede concluir que la funcién det es multilineal en columnas también.
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6.3. La funcion determinante

6.3. La funcidon determinante

Hasta ahora solo vimos propiedades de funciones determinantes que satisfacen la definicién 6.3.

a) Falta ver que solo existe una unica funcién que satisface la definicién.

b) Falta encontrarla forma explicita de esta funcién (para calcular).

a) La unicidad:
\ | Teorema 6.10 (Unicidad). Si A es una matriz cuadrada de m x n y la funcién det satisface las
tres propiedades de a definicion 6.3:

1. det es una funcion multilineal en los renglones,
2. det(A) =0 cuando A tiene dos renglones consecutivos iguales,
3. det(]) =1,

entonces la funcion det es unica.

Demostracion. Suponga que existen dos funciones det y det que satisfacen las tres condiciones
anteriores. Todas las propiedades en la seccién 6.2 son validas para ambas funciones, ya que fueron
demostrados solo usando las 3 condiciones. Hacemos dos casos.

Caso 1: Si A no es invertible, entonces por equivalencia (6.2) det(4) = 0 y (igt(A) = 0.
Concluimos que det(A) = dNet(A) para cualquier matriz A que no es invertible.

Caso 2: Si A es invertible, entonces por lemas 5.4 y 5.5 podemos escribir A como producto de
matrices elementales A = E - - Ej,. Por paso 2 (pagina 143) tenemos det(Ey;) = (ié/t(Eti) para los

3 tipos de matrices elementales. Luego paso 4 permite igualar det(A) con (ﬂe/t(A) como sigue:

det(A) = det (El s Ek) = det(El) . det(EQ) s det(Ek)

= det(E)) - det(Ey) - - - det(Ey,) = det (B - - - Ey,) = det(A).

Esto ocurre para cada A invertible (con matrices elementales que dependen de A ). O

b) La férmula explicita:

Intuicién: Por teorema 6.9 tenemos det(4) = det(A") y se concluye que det también es
multilineal en columnas. Es decir, si cambiamos columnas con el producto AFE;; entonces por

En = Ej| y paso 3 (pdgina 143) se tiene

det(AE;;) = det ((AEtl)T) = det (EtTlAT) = det (EtlAT) = det(Ey;) det(AT) = — det(A)
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6.3. La funcion determinante

Con los argumentos del ejemplo en la pagina 141 se puede justificar que

1 o o b
det |o a b :ad—bc:det[a d]'

c
0 ¢ d

La igualdad anterior permite evaluar el resultado de la pagina anterior:

a b ¢ 1 0 o o 1 o o o 1
det |d e f|=a-det|o e f|+b-det|d o f|+c-det|d e o (6.4)
g h 1 [0 h ] g 0 ] g h 0]
(1 0 o] (1 0 o] (1 0 o]
=a-det |0 e f| —b-det|0o d f|+c-det|o d e
0 Q| K i 0 ]
i d d
=a - det ¢ f —b-det f +c-det ¢ .
_h ) g 1 g h

6.3.1. La férmula explicita para tamaiio 3 X 3:

El siguiente lema simplifica el calculo visualizando el resultado:

Lema 6.11 (Regla de Sarrus). Sea A una matriz 3 x 3. Si A es [A|A.q|As], entonces el
determinante de A es la suma de productos de las diagonales (de ,Z[) que bajan menos los productos

de las diagonales (de /T) que suben. Es decir, para

a b c a b c a b
A= |d e f A=1| d e d e
g h i g h i
tenemos
det(A) = +aei +bfg+ cdh — ceg — afh — bdi .
5 4 3
Ejemplo 1: Sea A= |10 8 6 |. Calcule det(A).
0 1 3
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Ejemplo 2: Sea A= 0 3 —5|. Calcule det(A).

8 -9 7
1 35

Ejemplo 3: Sea A= |4 0 2|. Calcule det(A).
0 01

L) La regla de Sarrus se usa mucho en Célculo.

W\ | La regla de Sarrus solo funciona para matrices de tamafio 3 x 3.

6.3.2. La férmula explicita para tamano n X n :

La ecuacién (6.4) da la intuicién para la evaluacién recursiva. Es decir, la multi-linealidad permite
escribir el determinante como suma de determinantes al separar un renglén en “renglones canénicos”
con factores. Esos factores se pueden sacar (por multi-linealidad) y operaciones elementales de tipo
3 (que no cambian el determinante) muestran que cada determinante solo depende de elementos en
la matriz que NO pertenecen al renglén ni a la columna del factor.

Eso se puede hacer empezando en cualquier renglén (o columna).
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6.3. La funcion determinante

Definicion 6.4. Sea A una matriz de (n x n) y sean 4,5 € {1,...,n} dos numeros naturales.
Definimos Avij como la matriz de tamano (n — 1) X (n — 1) que se obtiene de la matriz A

eliminando el renglén ¢ y la columna j.

2 -3 1
Ejemplo I: Si A=|-3 5 7 |. Calcule Avlg, Avgl y Ay,

17 -1

2 5 7 V3

32 0 ~ ~
Ejemplo II: Si B = 1. Calcule B3y y Bys.

1 8 6 4

00 V3 3

En la ecuacién (6.4) se ve que la matriz Avij (para el factor b) aparece “distribuida”’. Por eso, se
cambia el 1 del factor a;; (b es este caso) a la esquina izquierda superior, es decir, se hacen (i —1)
cambios de renglones y (j — 1) cambios de columnas, todo con el fin de mantener los renglones y
columnas de Avij en el orden como aparecen en A. Esos cambios cambian el signo del determinante
por el factor (—1)"=1*=1 = (—1)*J_ por lo cual el determinante de Avij multiplicado con el factor

ai;j recibe el factor (—1)"*.
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6. Determinantes

\ | Teorema 6.12 (Expansiones de P. S. Laplace). Sea n >3 y sea A de tamanio n x n.

Entonces, para cualesquiera i,7 € {1,...,n} el determinate tiene las siguientes expansiones:
det(A) J fijo Z(—I)H_]aij det (A”) “por columna j”, (6.5a)
i=1
LI Z(—l)zﬂaij det (Ajj) “por renglon i”. (6.5b)
j=1

En palabras: Fijar i ¢ j y sumar determinantes mds chicos.

\\ | Las expansiones (6.5) se usan para calcular determinantes de matrices n x n con n > 3.

Demostracion. (Bosquejo)

Se define D: My, x, — R por D(A) :=det(A) cuando n = 2. Esto daré el inicio de induccién.
Para n >3 se define D(A) = Z?:l(—l)”jaijD(jij). Luego, con un paso de induccién se verifica
que D satisface la definicién 6.3, esto, por ejemplo esta hecho en Proposicién 8.33 del libro de
[MR20].

Después, por el teorema 6.10 de unicidad tenemos que D(A) = det(A).

Finalmente, la propiedad det(A) = det(A") da la expansién por renglén i. O

Ejemplo 1: Calcule el determinante de la siguiente matriz por el método de Sarrus & de Laplace:

-2 4 3
A=10 V3 1/2
0 -4/3 5

Por Sarrus:

Por Laplace: escogemos expandir la columna j =1 ya que tiene muchos ceros:
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Ejemplo 2: Determine si siguiente matriz es invertible: A =

2 -3 -2 3
-1 2 1 2
3 2 5 0
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6. Determinantes

Ejemplo 3: Determine si siguiente matriz tiene columnas L.I: A= (8 4 0
8 4 1
130
Ejemplo 4: Calcule el determinante de la siguiente matriz: A = couem v
1 2 7 3
11 =51
2 2 6 4
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6.4. Resultados generales

6.4. Resultados generales

Lema 6.13. El determinante de una matriz diagonal es el producto de sus entradas en la diagonal,

i.e.

n
det ] :an-agg-...-ann:Haii.
. i=1

Demostracion. Ejercicio. Idea: usar que la funciéon det es multi-lineal. O

Lema 6.14. Sea A una matriz de n x n. Si A es triangular superior o inferior, entonces
det(A) =aqq -ag - ...  app.

Demostracion. Hacemos una induccién sobre n.

Paso Base: Sabemos que para n = 2 el determinante es det (gi! 4, areLzy

a1 a22) =ail - a2 = det( 0 a22
lo cual confirma la igualdad.

Hipdtesis inductiva: Supongamos que el resultado se cumple para un n — 1 > 2, es decir, si

A e R=1)x(n=1) og triangular superior o inferior, entonces det(A) = ajj-ag ... ap,—1 es cierto.

Paso induccion: Aumentamos n — 1 a n. Entonces, A tiene una de las formas

all 0 s 0 0 all a12 . e a/l,?’L—l a’l,TL
an asy . : : 0 az -+ Azp-1 asp
A= 0 0 o A=
Gp—-1,1 Gp-12 **° An—-1n-1 0 0 0 On—1n-1 An-1n
an,l A2 . an,n—l Ann, 0 cee 0 0 an,n

)

La expansién de Laplace (teorema 6.12) permite expandir el det(A) a lo largo de la tltima columna

o ultimo renglén. Dado que solamente la entrada a,, puede ser distinto de cero, tenemos

n
~ H. ind.
det(A) = (—1)""apn det(Apn) === apn (a1 -ag ... an-10-1) = | [ ai-
i=1
Lo cual termina la prueba. ]
Ejemplo: Calcule el determinante de la matriz A= (7 8 1
0 m —666
0 0 9
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6. Determinantes

. N 0 - -2 - 0 .
Ejemplo: Sean los vectores 1 = < a2—39) , V2 = <aa ) & b3 = <8> . Determine los valores de a
a‘— s

para que los vectores sean linealmente independientes.
Solucién: Los vectores son L.I., si son las columnas de una matriz invertible, es decir, si la matriz

tiene inversa lo cual equivale a det(A) # 0.

Un resumen més: El siguiente teorema reemplaza al teorema 5.2.

\\ | Teorema 6.15 (Segundo “teorema” de la inversa). Sea A € R™ " una matriz cuadrada.

Los siguientes enunciados son equivalentes:

~

. A es invertible / A tiene inversa.

- —

AZ = b tiene una unica solucion para todo b € R™.

e

AZ = 0 tiene solucion unica (la trivial).

So

La FER de A es la matriz identidad.

N

Las columnas de A son linealmente independientes.

i

Los renglones de A son linealmente independientes.

R

AT es invertible.

det(A) # 0.

X
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6.4. Resultados generales

El determinante de matrices triangulares se puede generalizar.

W\ | Lema 6.16. Suponga que tenemos la siguiente matriz n x n “triangular en bloques”, i.e.

A B
o C

M =

con A€ Myxp, BE€ Mpyn—p),C € Mpy_pyxn—p)y & O € My,_pyyp la matriz de ceros. Entonces,
det(M) = det(A) det(C).
Demostracion. Notar que

A B
O In—p)x(n-p)

Ipo O

pX(n—p)

O(n—p)Xp C

M=

Por teorema 6.7 det(M) es producto de los determinantes de los dos matrices. Mas atin los
determinantes de los dos matrices se simplifican a det(C) y det(A), cuando se usa la expansién de

Laplace en las filas de las identidades. En resumen llegamos a:

I A B
det(M) = det ( bxp O”X(n_p)> det ( ) = det(C) det(A).
Om—rpyxp  C O In—p)x(n-p)

Ejemplo: Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

1 -1 = 2 1 0 -1 -2
-3 5 =7 66 —

M- ’ N — 0 5 =7 66
0o 0 -2 3 10 -2 =«
0 0 1 2 00 0 2
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6.5. La regla de Cramer

Esa regla es para resolver sistemas lineales con matrices cuadradas e invertibles, es decir, con
solucién tunica. Es popular para resolver sistemas chicos, pero no es eficiente para matrices grandes.

La regla de Cramer se usa en Célculo diferencial para demostrar el teorema de la funcion implicita.

Teorema 6.17 (Regla de Cramer). Sean A una matriz invertible de n xn y beR" un vector

(lado derecho) del sistema lineal AZ = b. Entonces, cada entrada x1,...,%k,...,2T, de la solucion

I* es cociente de dos determinantes

det(AFB)
Tp=——"
det(A)
donde AP es la matriz [A:l oo Agpq b Agy1 -+ Anl| depende de k.
Demostracion. Sea {éi,...,€,} la base estdndar (candénica) de R™. Suponga que Z* es solucién
de AZ = b. Formamos el siguiente producto
Ale) o &y B G o €| = [AG o ABy AB A oo A&
= A1 Ay B Aggr o Ay = AROP

Entonces, por el resultado det(AB) = det(A)det(B) tenemos
det(A) det [él o Bpl1 B Epp1 e én} _ det(AkHB) '

En determinante “en medio” se evalta la lo largo del £ -ésimo renglén con la expansién de Laplace

lo cual nos lleva a
det [él e By B B - én} — 2y, det(T_1) = 2.
Entonces, la igualdad previa se reduce a

o det(AkHE)
_ k<b . _
det(A)xy = det(A"7) o bien xp = “det(A)

ya que det(A) # 0 puesto que A es invertible. O

Ejemplo: Resuelve el siguiente sistema con la regla de Cramer.

2 4 9
25 6 |[Z2=|12
3 1 -2 2
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6. Determinantes

6.6. La matriz de cofactores (de adjuntos)

La regla de Cramer (teorema 6.17) permite encontrar la inversa de A. De hecho, la columna j

de A se obtiene tomando b = é; yaque & =1é; = AA7'e; = A(A:;I) .

Corolario 6.18. La entrada en el renglon i y la columna j de A~ es

Ly det (AE)
A7 = det(4)  det(4)

(1) det (Aj;).

Demostracion. Sea &; la solucién de AZ = &;, es decir, &; es la j-ésima columna de A~!. Por

la regla de Cramer tenemos que la entrada i del vector &; es:

_det (A8

A7 =25 = =)

Solo falta usar la expansién de Laplace a lo largo de la i-ésima columna la cual tiene un solo uno

en el renglén j. Por lo tanto:
det (A"9%) = det {Azl Ay & Ay Am] = (1)1 det (A;) .

La ultima igualdad se debe a que las columnas de A“*% & A son iguales excepto en la columna

1. Por lo cual, al quitar la columna ¢ y el renglon j de ambas matrices, obtenemos fiﬂ O

Definicion. Al determinante det(A;;) se le conoce como menor ij de A.
Al ntimero Cj; = (—1)J det(ﬁij) se le conoce como el cofactor ij de A.

n
1=

La expansién por menores o cofactores a lo largo de la columna j de A es >, a;;Cjj.

La expansion por menores o cofactores a lo largo del renglén i de A es 2?21 a;;Cyj.

Por el teorema 6.12 ambas expansiones dan el valor det(A).

La siguiente definicién permite generalizar la formula de la inversa vista en teorema 6.1.

Definicion. Sea A una matriz n X n. La matriz de adjuntos de A la denotamos como adj(A)

se define por

[adJ(A)]U = Cji donde Oji = (—1)i+j det (Aﬂ) y
y es una matriz de cofactores.

Por el corolario 6.18, cuando det(A) # 0 tenemos det(A)A~! = adj(A4) lo cual implica:

(adj(A)) - A=A (adj(A)) =det(A)-I. (6.6)

160

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx


Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 20


7. Valores & vectores propiOS y Diagonalizacién de Matrices

Recordamos el ejemplo de dos fabricantes que compiten por clientes (seccién 1.6).

Ejemplo: Suponga que Unicamente dos empresas rivales R,S fabrican cierto producto. Cada ano,

la empresa R conserva 1/4 de sus clientes mientras que 3/4 cambian a S. En el mismo lapso, S
conserva 2/3 de sus clientes mientras 1/3 cambia a R.

Al comenzar por primera vez la fabricacién del producto, R tiene xz, = 3/5 del mercado (el
mercado es la cantidad total de los clientes), mientras S tiene los otros x5 = 2/5. Notar que eso
son 60% y 40 %.

Habiamos encontrado la siguiente relacién: Si & representa la distribucién de los clientes en el

lapso de tiempo k € N, entonces #; = AZy. Ademas, hemos encontrado un vector #y tal que
1/4 1/3
Ay = Zg donde A= / / .
3/4 2/3

Entonces, a veces multiplicar una matriz con un vector no cambia la direccién del vector.

Ejemplo: Sean A = 3 2 , U= -1 & v = 2 .
1 0 1 1

Dibujar los imagenes de % & ¥ bajo la multiplicacién por A.

En esta seccién estudiamos ecuaciones del tipo AZ = A\Z con incdgnitas & € R” y X € R.
Por ejemplo, para A =1 los vectores & son estados estacionarios de una cadena de Markov.
Si te interesan las aplicaciones en la naturaleza, entonces recomiendo ver el ejemplo que trata de

la supervivencia de los bihos en el libro de David C. Lay, véase [Lay07, pag. 301].
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7. Valores y vectores propios y Diagonalizacion de Matrices

Definicion. Un eigenvector (vector propio) de una matriz A de n x n es un vector @ distinto

del vector cero tal que AZ = A& para algin escalar .
Un escalar A se llama eigenvalor (valor propio) de A si existe una solucién no-trivial &

(denominada wvector propio correspondiente a \) de

AZ =)\Z.

1 6 6 3
Ejemplo: (de Lay). S A= , U= & v = .
jemplo: (de Lay). Sean (5 2> U (_5> v (_2>

.Son 1,9 vectores propios de A7

2
Ejemplo: (de Poole). Demuestre que 5 es un eigenvalor de A = (4 3> y determine todos los

eigenvectores correspondientes a este eigenvalor.
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Definicion. Sea A una matriz de n X n y sea A un eigenvalor de A. El Eigenespacio de (A, A)
es el conjunto &\(A) = {&: AZ = A&}, es decir el conjunto que contiene al vector cero y todos los

eigenvectores correspondientes a .

7T 1 =2
Ejemplo: Demuestre que 6 es un eigenvalorde A= | -3 3 6 y encuentre una base para su
2 2 2

eigenespacio Eg(A).
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N\ | Observacion: El eigenespacio es un espacio nulo: Ey(A) = Null(4 — \I).
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La siguiente igualdad se cumple independiente de que si A es o no es eigenvalor de A.

W\ | Lema 7.1. Sea A una matriz de tamanio nxn y X\ un escalar. Entonces
Ex(A) ={2 e R": AZ = \Z} = Null(A — \I).

Demostracion.

iCémo encontramos los eigenvalores?

Respuesta: Sea A una matriz de tamano n x n, entonces
A es eigenvalor de A <= AZ = \Z tiene una solucién Z no-trivial.
<= Null(4 - \I) # {6}, i.e. es no-trivial.
<= A — Al no es invertible.
< det(A—XI)=0.

<= A — A tiene columnas/renglones linealmente dependientes.

El criterio principal:
Definicion. Dada una matriz A de tamano n X n y una variable z se define el polinomio

caracteristico por

pa(z) == det (A — z2I).

\\ | Corolario 7.2. Un escalar \ es eigenvalor de una matriz A (nxn) siy solo si A\ es raiz (o un

“cero”) del polinomio caracteristico, es decir

pa(N) = det(A — AI) = 0.
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7. Valores y vectores propios y Diagonalizacién de Matrices

Hecho: En general se cumple que pa(z) = (—2)" + [...]z + det(A) donde [...] representa un

polinomio de grado n —2 en z. El primer termino (—z)" se muestra con induccién (pero no lo

hacemos), el ultimo termino es evidente ya que pa(0) = det(A).

3 1

Ejemplo:
Encuentre todos los eigenvalores y correspondientes eigenvectores de la matriz A = (1 3) .
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En el siguiente ejemplo usaremos el siguiente hecho.

N\ | Si pa(z) tiene coeficientes enteros, entonces la forma de p4(z) y el teorema de las raices racionales
implican que cada raiz racional es entera y es divisor de det(A). Esto nos da candidatos para

posibles raices, pero no implica que todos los raices son racionales.
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7. Valores y vectores propios y Diagonalizacién de Matrices

Ejemplo: (importante) Sea A la matriz dada por A= (0 1 0

0 0 1
2 -5 4
1. Calcule los eigenvalores (resultado: A} =Xy =1,A3=2).

2. Calcule los eigenvectores y eigenespacios.
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Definicion 7.1. Si p(z) esun polinomioy r esunaraiz de p(x), entonces definimos la multiplicidad

(algebraica) de r como el mayor nimero natural m tal que (x —r)™ divide al polinomio p(x).

Ejemplo: En el ejemplo anterior el polinomio caracteristico es pa(\) = —(A — 1)%(\ — 2).

Sus raices y multiplicidades son:

Ejemplo: Sea p(z) = (z — 7)°(z + 3)(2 — 42) entonces sus rafces y multiplicidades de ellas son:
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7.1. Propiedades y resultados importantes

7.1. Propiedades y resultados importantes

Definicion 7.2. El espectro de A es el conjunto de todos los eigenvalores de A. Lo denotamos por

spec(A) = {A: X es eigenvalor de A} .

Lema 7.3. Sea A una matriz n x n triangular inferior o superior. Entonces sus eigenvalores son

las entradas de su diagonal, es decir spec(A) = {ai1, a2, ..., Gpn}.

Demostracion. Sabemos que A es inferior o superior y restar una matriz identidad no lo cambia:

a1 0 0 a1 — A 0 0
A= T 0 y A=A = : 0

Gp1 - dnp Gn,1 Tt Apn — A

Por lo tanto, lema 6.14 dice que det(A — AI) es el producto de sus entradas diagonales, es decir
pa(A) = det(A — ) =TT, (ai — A).

Este polinomio es de grado n y tiene a lo mas n raices.

Por corolario 7.2 sus raices {ai1,a2,...,anm} son los eigenvalores de A. O

. : 9
Ejemplo: Encuentre los eigenvalores de A = (n 10 ) .
00

Ejemplo OjO: Si A es triangular pero A — AI no es triangular, entonces los eigenvalores no se

. . 009
pueden “leer” directamente. Encuentre los eigenvalores de B = <u 4 u) .
T 0 0
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7. Valores y vectores propios y Diagonalizacion de Matrices

El siguiente resultado es importante en estadistica, probabilidad, ... y dice que los eigenvalores de

una matriz y su transpuesta son iguales.
N | Lema 7.4. Sea A una matriz de tamasio n x n. Entonces spec(A) = spec(AT).

Demostracion. Idea: Usar el teorema 6.9.

El siguiente resultado se usa para definir valores singulares (otra materia).

W\  Lema 7.5. Sean A una matriz m xn, B otra matriz n xm y A# 0 un escalar. Entonces,

A € spec(AB) <= ) € spec(BA).

Demostracion. Idea: Usar la definicién de eigenvector y -valor.

La otra direcciéon queda como ejercicio.

Ejemplos:
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Aquí   terminó   clase 22


7.1. Propiedades y resultados importantes

Ejemplo: Lema 7.4 dice que los eigenvalores de A y AT son iguales.

Verifique que los eigenespacios son distintos (en general) tomando el ejemplo A = (21).

Definicion. Sea A una matriz de n x n y A uno de sus eigenvalores. Un vector @& € R"*!\ {6}

es eigenvector por la izquierda cuando A'TZ = \Z.

Para su futuro: En estadistica y probabilidad los eigenvectores por la izquierda se escriben en una
de las 3 formas: ATZ =)\ <= 2'A=)\2' < A=)y donde §=2' € R, es decir

Yy es & pero escrito como renglén.

7.1.1. Eigenvalores y matrices inversas

Lema 7.6. Una matriz A de n X n es invertible si y solo si 0 no es un eigenvalor de A.

Demostracion. Mostramos la contra-positiva: A no es invertible si y solo si 0 es eigenvalor de A.
Sabemos que A no es invertible si y solo si 0 = det(A) <= 0= det(A —0I). Por el corolario 7.2

lo dltimo equivale a que 0 es eigenvalor de A. ]

Lema 7.7. Sea A es una matriz invertible de tamano n x n con eigenvalor A y eigenvector
correspondiente . Entonces A% =\ <= A '% = \"1Z.

Es decir, \™' es eigenvalor de A™' y el vector @ es eigenvector de A y de A7L.

Ejercicio: Demuestre lema 7.7
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7.1.2. Eigenvalores de matrices triangulares en bloques

Lema 7.8. Suponga que tenemos la siguiente matriz n X n  “triangular en bloques”, i.e.

A B
0o C

M =

con A€ Myxp, B € Myyn—p);C € Mn_pyx(n—p) & O € M(y_p)xp la matriz de ceros. Entonces,
det(M — X)) = det(A — AI) det(C — \I),

es decir spec(M) = spec(A) Uspec(C).

Demostracion. Solo tenemos que aplicar lema 6.16 ya que

A—-AM B
@) C -\

M- =

i

es decir, M — Al tiene la misma estructura triangular por bloques que M. O

Ejemplo (tipo examen): Calcular los eigenvalores de las siguientes matrices:

1 -1 = 2 10 -1 -2
-3 5 =7 66 —

- ’ N - 0 5 =7 66
0 0 -2 3 10 -2 =«
o 0 1 2 00 0 2
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7.1.3. Sistemas dindmicos discretos y cadenas de Markov

En el ejemplo de los btihos o de las cadenas de Markov, los vectores de cada momento en el tiempo

son formados de la forma #,y; = A%, para (€ {0,1,2,...}. Haciendo los primeros tres pasos

—

by — il = Aio — :%2 = Ail = AA%(] = A2£ﬁ0 — 53 = Aig = ASiO .

concluimos que
Zy=A'Zy para (eN;={1,23,..}. (7.1)

El siguiente resultado describe como se comporte A‘@ cuando & es eigenvector de A. Este resultado

permite (bajo otras condiciones) determinar de antemano el limite de la sucesién {Z}, .

Lema 7.9. Sea A wuna matriz (n X n) con eigenvalor A y un eigenvector correspondiente &.

Entonces, para ¢ € Ny el valor A\ es eigenvalor de AY con eigenvector @, ie. Al@d = \&.

Demostracion. Por induccion.
La base: Sea ¢ =1 entonces A% = A% = \& = \'Z.
La hipdtesis de induccién (H.d.I.): Supongamos que para £ > 1 se tiene A‘Z = \'@.

El paso de induccion: Aumentando ¢ — ¢+ 1 y usando la hipdtesis y reglas concluimos:

Az = AA'z = A(A'%) EEL ANE) = M(AZ) = N (&) = Nz O

Ejemplo: Si & es eigenvector de A cuyo eigenvalor es \. ;Quién es A3% ?

Ejemplo (importante): Recordemos el ejemplo de dos fabricantes que compiten por clientes. Sea

e (1/4 1/3) C (3/5) |
3/4 2/3 2/5

Si “la situacién no cambia”, es decir, el nimero de fabricantes y la opinién publica, entonces podemos
predecir como estan distribuidos los clientes en 30 meses, es decir, deseamos conocer Z, = A30:7B'0.

Caso 1: Si %y fuese eigenvector de A, entonces
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Caso 2: Podemos observar que &g no es eigenvector de A. Pero yo soy terco y quiero aplicar la
misma idea. Para poder hacer esto debo escribir &y como combinacién lineal de eigenvectores de

A, ya que entonces
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“ La idea anterior funciona cuando Z, se puede escribir como combinacién lineal de eigenvectores.

Esto requiere una base de eigenvectores de R™ y nos lleva al préximo objetivo.

7.2. Bases de eigenvectores

El ejemplo anterior genera el deseo de encontrar una base de R” de eigenvectores de A.
Como R"™ es el espacio completo solo tenemos que encontrar n vectores linealmente independientes

(los cuales autométicamente generan a R™ por corolario 4.8).

W\ | Teorema 7.10. Sea A una matriz de n xn con r < n eigenvalores distintos A1, Ao,..., A
Entonces, A tiene (por lo menos) r eigenvectores correspondientes ¥1,0s2,...,0, que son L.I.
Demostracion. Procedemos por induccién.

La base: Si 7 =1 y A1 es eigenvalor entonces por definicién existe un eigenvector ¥; # 0, es decir
v €&y (A)\ {6} Entonces {91} es lin. indep., ya que ay¥; = 0 y U1 # 0 implica a3 =0 por
el hecho 3.2.4 en péagina 77 y el teorema 4.2.

Idea del paso para r =2. Sean 1 € €y, (4) \ {6} y U2 € Ex,(A)\ {6}

Por el teorema 4.2 tenemos que probar la implicacién a1¥; + ap¥s = 0 — a; =ag =0.

177

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



Hipdtesis de induccion: Suponga que el conjunto {¥1,...,0,-1} para r > 2 es L.L

Paso de induccion: r—1—r
Sean v; € £y;(A4) \ {6} para i € {1,...,r} eigenvectores.

Por el teorema 4.2 tenemos que probar la implicacién
a11_51+a2'b’2—|—...ar17r:(_)' = ar=ag=...=qa, =0.
Multiplicar la igualdad ), a;0; = 0 por la izquierda con A da la igualdad:

Alaa®y + ...+ oy 11 + oy¥,] = AO=0

= a1 ATy + ...+ a1 ABy_1 + a, AB, = 0
— QIMB1 + o+ A1 A1TBy_1 + N Ty = 0 (#)
Multiplicar la igualdad ), a;9; = 0 con )\, da la igualdad:
M\ B1 + o+ 1IN By + N D = A0 =0. (%)

Restando () de (#) se elimina o, A, ¥, y se obtiene
aq ()\1 - )\7'),61 + 052()\2 - )\r)'BQ +...+ Oér—l()\r—l - )\T)ﬁT’—l = 6

Por la hipétesis de induccién los vectores ¥1,...,%,—-1 son lin. independientes y el teorema 4.2
implica que los coeficientes son cero, es decir, para i € {1,2,...,7 — 1} tenemos «a;(\; — A;) = 0.

El teorema supone que los eigenvalores son diferentes, por lo cual

ai(Ni—A)=0 < ;=0 para i€ {1,2,...,r—1}.
£0

—

Finalmente la combinacién lineal se reduce, i.e. 0=, | &¥; = a,¥, <= 0= o, por lo cual
ar =0 ya que 9, # 0 por ser eigenvector. Concluimos que a3 = ag = ... = a, = 0 y por el

teorema 4.2 los vectores vq,...,8, son lin. independientes. O

\ | Interpretacion importante: Sea A una matriz de n x n. Si A tiene n eigenvalores distintos,
entonces por el teorema 7.10 existe un conjunto de n eigenvectores L.I. que (por corolario 4.8)

@ forma una base de R™ que consiste de eigenvectores de A.
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Aquí   terminó   clase 23


7.2. Bases de eigenvectores

Ejemplo 1: El teorema 7.10 dice lo minimo que se puede (en general).

. . . . 110
Calcule los eigenvalores y eigenespacios de la matriz A = (u 1 %) .
00

La prueba del teorema 7.10 elige para cada A; solo un vector L.I. de &,,(A4) = Null(A — \;1).
Cuando la dimension de este espacio es méas grande podemos escoger mas vectores linealmente

independientes. Esa dimension tiene el siguiente nombre.

Definicion. Sea A una matriz de n Xxn y A un eigenvalor de A.

La multiplicidad geométrica de A es la dimensién del eigenespacio £x(A) = Null(A — AI).

Ejemplo 2: Existen matrices cuyos eigenvectores generan R™ y que tienen eigenvalores repetidos, es
decir, con multiplicidad (algebraica) > 1. Calcule las multiplicidades geométricas de los eigenvalores

de las matrices

1 o0 o 0 0 0 -2 0 0
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En los ejemplos anteriores vimos que las multiplicidades algebraicas dominan las geométricas:
dim(&1(A) =3<3, dim(&(B))=1<1, dim(&(B))=2<2 & dim(&(0))=1<2.
En general se cumple que:

1 <dim(Ex(A)) = “mult. geométrica” < “mult. algebraica”.

Lema 7.11. Si A1, \a son eigenvalores distintos de A, entonces Ey,(A) NEN,(A) = {6}

Demostracion. Sea © € Ex,(A) N Ex,(A), entonces A = \T = A\o¥ = (A} — \2)¥ = 0. Usando
(A1 — A2) #0 y el hecho 3.2.4 (pagina 77) justifica ¥ = 0. O

En los ejemplos tambien se pueden reconocer los siguientes resultados:

Corolario 7.12. Sea A una matriz de n X n y sean A1, Ao, ..., A\ eigenvalores distintos de A.
Si U; € Ex,(A) para 1€ {1,2,...,r}, entonces

V14+02+...48,=0 = ©;,=0 para 1e{1,2,...,7r}.

Demostracion. Usamos —B y A para llegar a una contradiccion.

Supongamos que algunos vectores ¥; son distintos del vector cero. Entonces Y ;| ¥; = 0 es una
combinacién lineal no trivial de 0. Eso implica que los vectores {@1,...,0,} \ {6} son lin. depen-
dientes, pero, los mismos vectores son eigenvectores para distintos eigenvalores y por teorema 7.10

son lin. independientes; una contradiccién. Concluimos que 9¥; = 0 para i € {1,2,...,r}. ]
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Finalmente, el resultado general para matrices reales.
Proposicién 7.13. Sea A € R™ "™ wuna matriz cuadrada. Supongamos que A tiene k <n eigen-
valores reales distintos. Entonces R™ tiene una base que consisten de eigenvectores de A si y solo
St
n = dim (€x,(A4)) + dim (Ex,(A)) + ... + dim (£, (A)).

En tal caso, si B; es base del eigenespacio Ex,(A), entonces la union de las bases By U...UDBy es

una base para R™.

La proposicién 7.13 se mantiene valida si cambiamos el campo de los reales R por los complejos C.

Demostracion. Primero denotamos por g; := dim (5 \i (A)) la multiplicidad geométrica del eigenvalor
i

Ahora, mostramos que el conjunto B := B;U...UDB} es linealmente independiente. Por lema 7.11
las bases no tienen elementos en comtn, por lo cual el conjunto B posee ny = (g1 + g2+ ...+ gk)

elementos. Ahora, cada conjunto B; consiste de g; vectores LI, i.e. denotamos

B; = {®}, 3, ...,% }

y vemos si la combinacion lineal del vector cero es unica. Sea

g1 g2 9k
Zalgﬁ%—FZa%ﬁ%—l—...—FZak@ﬁ?:O (*)
(=1 (=1 (=1

una combinacion lineal de vectores de B igual al vector 0. Esa siempre se puede escribir y agrupar

de la manera anterior (por conmutatividad y asociatividad). Observamos que
Ji )
w; ::Zaiﬂ}eé}i(/l) para ie{l,..., k}
(=1

y el corolario 7.12 nos implica w; = 0 para i € {1,2,...,k}. Dado que B; es LI, la igualdad
w; = 0 implica a; = 0 para £ € {1,...,g;}. Esto aplica para cada suma en (%) y todos los
coeficientes cumplen a;; = 0. Concluimos con teorema 4.2 que los vectores en B son L.I.

Ahora, si ng = (g1 + g2+ ...+ gr) = n, entonces lo anterior implica que el conjunto B es L.I. y
por el corolario 4.8 es una base de R".

Por otro lado si B es base de R™ entonces B tiene n vectores LI, es decir, las multiplicidades

geométricas suman ng = (g1 + g2+ ...+ gg) = n. O
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7.3. Semejanza & Diagonalizacién

En demostraciones, algoritmos y materias superiores se usara el concepto de matrices semejantes
y de la diagonalizacién.
Definicion. Sean A, B matrices de n X n. Se dice que A es semejante a B, si existe una matriz

invertible P de n x n tal que
P'AP=B <+= AP=PB.

Si A es semejante a B se escribe A ~ B.

Ejemplo: Muestre que la matriz A es semejante con B a través de P usando las matrices dadas:

A:(l 2>’ B:<1 ()) N P:<1 —1>.
0o —1 -2 -1 1 1

Sol. Forma I: Mostraremos que AP = PB :

Sol. Forma II: Mostraremos que P 'AP = B :

183

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



7. Valores y vectores propios y Diagonalizacion de Matrices

Observacién Algebraica:

La relacién de semejanza ~ es una relacion de equivalencia, es decir, es

1. reflexiva, es decir, A ~ A
2. simétrica, es decir, A~ B y B~ A

3. y transitiva, es decir, si A~ B y B~ C, entonces A ~ C.

Demostracion. La relacion ~ es reflexiva, ya que

La relacién ~ es simétrica, ya que

Ejercicio: Demuestre que la relacion ~ es transitiva. Consejo:

N\ | Teorema 7.14. Si las matrices A €& B de (n x n) son semejantes, entonces tienen el mismo

polinomio caracteristico y los mismos eigenvalores con multiplicidades (algebraicas y geométricas)
iguales.
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Demostracion.

Supongamos que A ~ B por lo cual P"'AP = B para una matriz invertible P.

El polinomio caracteristico se obtiene tomando el determinante:

Ejercicio: Suponga que P es invertible y que el conjunto {1, U2, ..., Ur} es L.L

Demuestre que el conjunto {Pd¥;, Py, ..., Py} es L.L
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Un conjunto especial de matrices semejantes son las diagonalizables.

Definicion. Una matriz A de n x n es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal D,

es decir P~YAP = D donde P es una matriz invertible.

Determinantes y potencias de matrices diagonalizables se simplifican mucho.

Ejemplo (es bueno saber): Si P~YAP = D, entonces det(A) = det(D).

Ejemplo: Si D = (54§), entonces

0

Ejemplo (es bueno saber): Si A= PDP~!, entonces A¥ = PD*P~1
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7.3. Semejanza y Diagonalizacion

W\ | Teorema 7.15. Sea A € R™™ una matriz. Suponga que existe una base de R™ formada por
eigenvectores de A, entonces A es diagonalizable con D siendo la diagonal de eigenvalores y las
columnas de P son eigenvectores de A. En simbolos: AP = PD <= P 'AP = D.

\ | Nota: También, se cumple la otra direccién: Si A es diagonalizable (AP = PD), entonces la
diagonal D contiene los eigenvalores de A y las columnas de P son eigenvectores de A. Pero los

eigenvalores y -vectores para algunas matrices reales pueden ser complejos.

Demostracion. Justificamos la existencia de una matriz P invertible y una diagonal D tal que A
y D son semejantes.

Por hipdtesis R™ tiene una base de n eigenvectores de A. Entonces el conjunto de ellos
{®¥1,72,...,0,} eslin. independiente y los eigenvalores Aq,..., A, sonreales (yaque A € R"*" 9, €
R™ y A®; = \j¥; ) pero no se pide que sean distintos. Definimos la matriz P como sigue: En cada

columna P tiene un eigenvector de A, es decir
P[5 % ... @

Esta matriz es invertible ya que tiene columnas L.I. (por teorema 5.3). Por la definicién del producto

de matrices deducimos que

AP=4Al6, B ... B

::Aﬁl ABy ... ABJ

::A151 ATy ... )\nﬁn]

=[nPer wpPey o aPE,|

= [P(nE) POugy) .. P(ME)
_)\1 0 ... 0]

=P[ME MBy . M| =P ?AQfJE = PD
. 0 . 0
0 0 )\n_

Recordando que P es invertible, la tltima igualdad equivale a P~'AP = D. Concluimos que A es
diagonalizable, D es una diagonal con eigenvalores de A y las columnas de P son eigenvectores.
Nota: La unicidad no se da, ya que el orden de las columnas de P determina el orden de las entradas
de D. ]

7

2
Ejemplo: Demuestre que A = ( 1) es diagonalizable y calcule A0,
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7.3. Semejanza y Diagonalizacion

La longitud euclidiana de vectores
La longitud euclidiana de un vector en R”™ generaliza el teorema de Pythagoras, por ejemplo:
Pare un vector (7)€ R? mide la hipotenusa del tridngulo

(8
) € R? mide la hipotenusa del tridngulo <§>

X
Yy
xT

Para un vector ( v
4

Definicion 7.3. Longitud del vector & € R™ es su norma euclidiana definida por

lall, = \/u? +ud + ... +u2 >0,
Interpretacion: La longitud del vector 4 es |||, .

Una propiedad importante:

Si 4 # 0, entonces se puede normalizar es decir, ¥ = ||al|| 4 tiene longitud 1, es decir, ||¥]|, = 1.
€

Justificamos.

Fl siguiente teorema es importantisimo en aplicaciones, probabilidad, optimizacion, ...

N\ | Teorema 7.16. Si A € R™™" es una matriz real simétrica, entonces sus eigenvalores son reales
(posiblemente iguales) y R™ tiene una base de eigenvectores de A. Es decir, AV = VA donde
A =diag(A1,...,A\n) y las columnas de V' son eigenvectores de A.

Ademds, VTV es una matriz diagonal y V' se puede normalizar tal que VIV = 1.

Demostracion. Esta prueba queda afuera de nuestro alcance. Ver Algebra lineal 2. O
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Ejemplo: Diagonaliza la matriz:

o

Il
o o W
T =)
clo— O
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8. Transformaciones Lineales

Este material fue tomado del libro de los profesores Mota & Rumbo y de las notas del Prof. John
Truss.
Cuando se define una funcion entre espacios vectoriales, no solo interesa enviar vectores de un

espacio a otro, sino también nos interesa preservar estructura.

Las transformaciones lineales entre espacios vectoriales se definen como sigue:

Definicion 8.1. Sean (V,+,%cs.) de dim. n & (W, 4+, *csc) de dim. m dos espacios vectoriales

sobre el campo R. Una funcién T: V — W es una Transformacién lineal si cumple:
1. T(u+9)=T(u)+T(v),
2. T(au) =aT(a).

Nota: de la definicién anterior se sigue que:

Ejemplo 1: Sea T:R — R definida por T'(x) = 8z. Demuestre que es una transformacién lineal.
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8. Transformaciones Lineales

Ejemplo 2: Demuestre que T: R?® — R? dada por T <(% )) = ($1+3””2) es una transformacién

xro—2x3
lineal.

Ejemplo 3: La diferenciacion nos da una transformacion lineal entre el espacio de polinomios de

grado n y n— 1, con la suma y la multiplicacién por escalar (P, +,%esc) v (Pn—1,+, *esc)-
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X
Ejemplo 4: Compruebe que T: R* — R? dada por T ((3)) = (32923:% ) es una transformacién

lineal.

—

W\ | Lema 8.1. Sea A una matriz de m X n, entonces la funcién T: R™ — R™ dada por T(%) = AZ

para todo & € R™ es una transformacion lineal.

Demostracion.

195

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx



8. Transformaciones Lineales

Interpretacion: El lema anterior nos dice que cada matriz determina una transformacion lineal.
A continuacion veremos que la conversa a este lema también es valido. Para desarrollar la

demostracién ocuparemos la siguiente identidad:

W | Lema 8.2. Si T: R — R™ es una transformacién lineal, entonces existe una matriz A € R™*™
tal que T(&) = A%, donde A esta dada por
A= |Té) T(é) ... T(én)
y se conoce como la matriz estandar debido a que {€i,...,€,} esla base estdndar de R™.
Demostracion.
O
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Ejemplo 5: Sea T:R? — R? definida por T () = (%).

» Demuestre que 7' es transformacién lineal (ejercicio).

» Encuentre la matriz estandar asociada a esta transformacion lineal.

Ejemplo 6: Sea T,:R? — R? la transformacién lineal definida por

T, (:1:) _ (a: cos(a) — ysen(a)) .
Yy xsen(a) + y cos(a)

Encuentre la matriz estandar asociada a T, :

Ejemplo 7: Sea T:R? — R* la transformacién lineal definida por

()]

2z + 3y

Encuentre la matriz estdndar tal que T(4) = A4 para 4 € R2. Después calcule T ( _45) .

Dra. Edith Vargas & Dr. Andreas Wachtel, Instituto Tecnolégico Auténomo de México, andreas.wachtel@itam.mx
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8.1. Propiedades

8.1. Propiedades

W | Lema 8.3. Si T: R" —» R™ una transformacion lineal, entonces T mapea al vector 0, € R™ al

vector 0,, € R™, es decir, se cumple T(ﬁn) = 0,,.

Demostracion. Se puede mostrar con lema 8.2 o usando propiedades de espacios vectoriales.
Sean 0,, € R" el elemento neutral de la suma en R™. Entonces para todo @ € R™ se tiene

¥+ 0,, = ¥, en particular se cumple para & = 0,,, i.e., se obtiene 0,, + 0,, = 0,, por lo cual

O
Ejercicio 1:
x
a) Justifique porque la funcién S: R? — R* dada por S (7)) = ( ; > no es una transforma-
2z+3y

cion lineal.

b) Verifique si la transformacién T: R — R dada por T(x) = 2z + 8 es una transformacién

lineal.

N\  Lema 8.4. Si ¥y,s,...,0, elementos de un espacio vectorial (V,+,-) sobre los reales, entonces
T:R" =YV dada por

1
€2

T(i:):T(I

Tn

> = T1U1 + T2U2 + ... + TnUn
es una transformacion lineal.

Demostracion. La parte T(& +y) =T (&) + T(y) se deja de ejercicio.

A continuacién mostraremos que si v € R & # € R™, entonces
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8. Transformaciones Lineales

Recuerde:

» Por lemas 8.1 y 8.2 cada transformacién lineal 7': R™ — R™ es representable por una matriz
A e R,

= Por lema 8.3 transformaciones lineales preservan elementos neutrales de la suma.

s Por lema 8.4 una combinacion lineal es resultado de una transformacién lineal.

8.2. Rango (Imagen) y nicleo

Definicion 8.2. Sean (V,+,-) & (W, +,-) dos espacios vectoriales.
Ademsds, sea T: V — W una transformacién lineal. Entonces

= Kl dominio de T es V, i.e. “el conjunto inicial”.
» El codominio (también contra-dominio) de 7' es W, i.e. “el conjunto final”.

» La imagen (ingles: image, range) de T se define como
Img(T) = {B eW: T(Z) = b para algin & € V} ={T(&): & €V} .
» El nicleo de T, es también conocido como kernel ker(7T') y esta dado por
Ker(T) = {5 eV:T(Z) = 6W} .

que es el conjunto de vectores en V que van a dar al vector 0.

Caso especial:

Si V=R"W=R"y T:R" = R™, entonces por lema 8.2 se tiene T(%) = A¥. Por lo tanto:

Img(T) = {AZ: & € R"} = Img(4) & Ker(T) = {i €R": A% = 6} = Null(A).
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8.2. Rango (Imagen) y niicleo

Ejemplo sombra: Sea T:R3 — R? dada por la proyeccién del espacio al plano z — g, i.e. la

sombra de vectores con el “sol en el cenit”

(i) = (%)

Calcule la imagen & el kernel de la esa transformacién.

0

T+y
0 .
0

Ejemplo: Si consideramos la transformacién lineal 7: R? — R? dada por T (3) = <

Calcule la imagen y el kernel de esta transformacion.

i

0
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Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 26


8.2.1. Transformaciones lineales son muy restrictivas

T r+2
Ejemplo: Sea T:R3 — R3 una traslacién dada por T (g) = (y+g) .
z+

Ejemplo: Sea T:R™ — [0,00) la longitud del vector ¥ € R™, es decir T'(%) = ||¥||, donde

18], = /o2 + 03 ...+ 02

Entonces, T" NO es una transformacion lineal ya que:
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8.3. Transformaciones inyectivas, sobres y biyectivas.

8.2.2. Transformaciones lineales preservan propiedades

Una transformacién lineal 7': ¥V — VW mapea vectores en vectores, puntos igualmente espaciados
(en una recta) en puntos igualmente espaciados y mapea subespacios vectoriales de )V a subespacios

vectoriales de W.

Ejemplo: Si tenemos puntos ,w,¥ igualmente espaciados en una recta en )V, entonces los
puntos T'(u),T(w),T(¥) son igualmente espaciados. Solo tenemos que ver si el punto medio

Pm = 3(G+ W) = 14 + @ serd mapeado al punto medio entre T(@) y T(w).

Ejemplo: Un producto punto es una transformacién lineal. Por ejemplo:
Si T:R?® = R es definido como T(i) =a'4 donde @' = (1,2,3) € R'*3, entonces

T(ﬁ) = luy + 2us + 3us.

Ademss, si T'(4) # 0, entonces {T(au):a € R} = {aT'(d),x € R} =R, es decir, T mapea el
espacio vectorial (R3,+,-) al espacio (R, +, *).

Se veran maés propiedades pero algunas se basan en los conceptos de transformaciones lineales

inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

8.3. Transformaciones inyectivas, sobres y biyectivas.

Definicion 8.3. Sea T' una transformacién lineal 7: R” — R™ .
Se dice que T' es sobre (o suprayectiva) si se cumple Img(7") = R™.
Se dice que T es inyectiva (0 uno-a-uno) siy solo si & # y implica T'(Z) # T(9).
Alternativamente, T es inyectiva si para cualesquiera dos vectores Z,y € R™ se cumple que

T(2) =T(y) implica & = y.
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8. Transformaciones Lineales

Ejemplos:
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8.3. Transformaciones inyectivas, sobres y biyectivas.

\ | Teorema 8.5. Sea T: R" — R™ wuna transformacion lineal. Entonces

T es inyectiva — Ker(T) = {6} :
Con la matriz estandar A € R™*™ de T, eso se puede reescribir como:

T es inyectiva = Null(A) = {6} .

Interpretacion: Inyectividad requiere que las columnas de A € R™*" son linealm. independientes.
Eso solo es posible cuando m > n.

Demostracion.

Interpretaciones: Sea T: R™ — R™ una transformacion lineal. Entonces

= T es suprayectiva cuando los renglones de su matriz estandar son L.I.

T es suprayectiva cuando las columnas de su matriz estandar generan R™.

-

= T no es suprayectiva cuando existe algun vector beR™ tal que la ecuacién T'(2) = b no
tenga solucién.

T es inyectiva cuando las columnas de su matriz estdndar son L.I.

-

= T no es inyectiva cuando existe algin vector beR™ tal que la ecuacién T'(Z) = b tenga

dos (o mas) soluciones.
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8. Transformaciones Lineales

Ejemplo: Sea T((y)) = (;;ryy) . Determine si T' es inyectiva.

Ejemplo: Sea T((y)) = (_Zm;fzy) . Determine si T es inyectiva.
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8.3. Transformaciones inyectivas, sobres y biyectivas.

W\  Lema 8.6. Sean m>n>p>1 y T:R™ = R™ wuna transformacion lineal inyectiva.
Si {P1,...,9,} CR™ es un conjunto L.1I., entonces {T(¥1),...,T(¥,)} es L.I

Demostracion.

Ejemplo:
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8. Transformaciones Lineales

\ | Teorema 8.7. Sea T: R" — R™ con m =mn una transformacion lineal.

1. Si T es inyectiva, entonces T es sobre (supra).

2. Si T es sobre, entonces T es inyectiva.

Interpretacion: Si la dimension del dominio coincide con la del codominio, entonces una condicién es

suficiente.

Demostracion.

Ejemplo:
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8.3. Transformaciones inyectivas, sobres y biyectivas.

Definicion 8.4. Sean (V,+,-) y (W,+,-) dos espacios vectoriales.

Una transformacion lineal T: V — W es biyectiva si T es inyectiva & sobre.

Ejemplo:

Resumen:

Sea A € R™ "™ una matriz. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

= A tiene inversa, es decir, A es invertible.

det(A) #£ 0

= renglones L.I.

= columnas L.I.

» AZ =0 tiene solucién tnica, la trivial # =0 (Null(A) = {6} ).
= AZ =b tiene solucién para todo b€ R" (Img(A) = R").

= existe una sucesion de operaciones elementales por filas que convierte A en la matriz identidad

I, es decir, FER(A) = 1I.

» La transformacién lineal 7': R” — R"™ dada por T(2&) = AZ es inyectiva, supra. y biyectiva.
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8. Transformaciones Lineales

8.4. Composicion e inversas

Aplicaciones de composiciones de transformaciones lineales:

» “cifrar y descifrar” sucesiones de valores con transformaciones lineales (biyectivas).
= En robdtica una composicién describe como “mover un brazo de un robot”.
= Aprendizaje de maquina.

= Definir la multiplicacién de matrices.

Definicion 8.5. Sean T: R" — R™ y S: R™ — RP dos transformaciones lineales. Entonces, la
composicién S después de T es la funciéon (S oT): R®™ — RP que para cada Z € R™ da el

resultado
(SoT)(&) = S(T(:TJ))

En palabras: “SoT 7 selee “S después de T 7.

Dibujo:

Ejemplo: Determine SoT para T:R?> - R3 y S: R3 — R?* definidas por

2uq + usg
x
. ! | 3ug — ug
T(Z)=| 271 — 22 & S(u) = -
3z1 + 4z ! 2

Ul + u2 + ug
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Andreas Wachtel

Aquí   terminó   clase 27


Ejemplo: Compruebe que la matriz estandar de S oT es dada por el producto AgAr donde

Ag, Ar son las matrices estdandar de las transformaciones S y T, respectivamente.
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8. Transformaciones Lineales

N\  Lema 8.8. Sean T:R" - R™ y S: R™ — RP dos transformaciones lineales.

Entonces, la composicion (SoT): R — RP es una transformacion lineal.

Demostracion.

8.4.1. Inversas
Definicion. La identidad es la funcién I: V — V que da I(Z) = & para toda & € V.

Notar que esto requiere que el dominio es igual al codominio.

W\ | Lema 8.9. Sea T: R® — R™ una transformacion lineal biyectiva y Ap € R™™ su matriz estdndar.
Entonces, Ar es invertible y la transformacion lineal S: R™ — R"™ definida por S(Z) = A}lrfé
cumple (SoT)=1=(ToS), es decir, la composicion de S con T da la identidad.

Nota: La funcién S también se denota por T~ ya que es la transformacion inversa de T.

Demostracion.
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8.4. Composicién e inversas

Ejemplo: Encuentre la transformacién inversa S asociada a 7': R? — R? dada por

. cosa  —sena
T(%) = Z.
sena  cosa

Ejemplo: Encuentre la transformacién inversa de T: R? — R? dada por

2 0 0
T(@)=1]0 cosaa —sena | &.

0 sen«o COS @
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8.4.3.

8. Transformaciones Lineales

8.4.2. Ap. Transporte seguro de datos binarios

[David Poole] “[Pool1] Algebra lineal. Una Introduccién moderna”, 3a edicién (péaginas 252-255)
El cddigo de Hamming consiste de 3 transformaciones lineales:

= El transmisor usa G': Z’g — Zy con n > k para codificar un vector binario con £ entradas

El resultado é. = G& se transmite y serd recibido en otra maquina (receptor).

= El receptor tiene una transformacion P: Z§ — Zg_k (para verificar datos recibidos) y otra
Q: 7% — 75 (para recuperar la @ ).

s La transformacion P permite detectar a un solo error en el vector recibido &é,.

Ap. Mover brazos en robética

Para interesados véase las [Pooll, paginas 232-235].
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9. Un espacio vectorial con producto punto

En esta seccién profundizamos hechos sobre el producto punto y ortogonalidad.

Definicion 9.1. El producto punto en R” es la funcién (-, -) : R x R" — R definida para
cualesquiera dos vectores Z,y € R™ por

n

(@, §) =Beg=2"G=) zy.
i=1
W | Lema 9.1. Dados Z,3,Z € R" y c € R el producto punto en R™ cumple:
a) (Z+Z,9)= (% y)+(Z,9) =¥ Z+3),
b) (€, cy) ,

Demostracion.

W\ | Lema 9.2. Sean 3,z € R*. Si (%, §) = (&, Z) para todo & € R", entonces § = Z.

Demostracion.
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9. Un espacio vectorial con producto punto

W\ | El producto punto en R™ es compatible con la norma euclidiana, ya que la la longitud de cada

vector se puede medir con el producto punto, es decir para 4 € R" tenemos

(9.1)

Interpretaciones:

= ||a||, es la longitud de la linea que conecta el origen 0 con la ubicacién .

» La distancia entre dos vectores 4 & ¥ es la longitud de (4 — ) :

i = Bll, = V(w1 —v1)? + ..+ (un — vn)?

» Para 4 € R" y a € R la definicién implica que ||atll, = |af - |4

2 4
Ejemplo: 1 = < 3 ), U= <%)
41 3

e

9.1. Angulos y ortogonalidad

W\ | Teorema 9.3 (Cauchy-Schwarz-Bunyakovsky). Para cualesquiera dos vectores u,% € R se tiene:
(@, v)| < [la]| (7]

Demostracion. La prueba se divide en 2 casos.

Caso 1: Sean 4,9 L.D., es decir, 4 = a¥ para un escalar o € R. Entonces

. - - 112 _ _ _ _ _ _,
(@, D)| = [{a®, D)| = |a (¥, ¥)| = o] [|B]] = o [|8]| 2], = [l 18]l = @] 15,
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9.1. Angu]os y ortogonalidad
Caso 2: Sean u,v L.I., es decir, 4 # a®¥ para cualesquier escalar a € R
0< ||+ ad|? = (@ + ab, &+ ad)
= (U, U + a®) + (¥, 4 + ad)

= (U, 4) + (4, a®) + (a¥, u) + (a®, ad)

= (i, @) + 20 (3, B) + o (3,

S

(%)
El lado derecho es un polinomio de grado 2 en « que siempre es mayor que cero. Su minimo lo

toma donde su derivada es cero, es decir, el valor a, debe cumplir

Sl
L

< )
{

)
x

0=2(u, 0) + 20, (0, 8) <= u=—

Ql
cl

I

En la desigualdad (x), sustituimos « con a, para llegar a:

>2 S o2 L —
= (w, 9)” < lul; |9,

QL

(4,
(0,

0< (u, u) —

QL

n

Corolario 9.4. Dados dos vectores 4,0 € R"™ existe un inico dngulo « € [0, 7| tal que

(0, @) = (4, B) = cos(a) [|a] [, -

Demostracion.
Por el teorema 9.3 sabemos que
(u, v)

—

-1<
il

<1.

e

Por cos(0) =1, cos(m) = —1 y dado que cos: [0,7] — [—1,1] es continua, el teorema del valor

intermedio justifica que

Vz e [-1,1]3a € [0,7] tal que cos(a) = z.

el

I
Il 5]l

muestra el resultado. O

)

Ademaés, el « es Unico ya que la funcién cos es estrictamente monétona. Tomar z =

o1
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9. Un espacio vectorial con producto punto

Ahora que tenemos dngulos entre vectores podemos definir ortogonalidad.

Definicion 9.2. Dos vectores 4,¥ € R™ son ortogonales si
(u,v) =0
Si 4,9 € R™\ {6}, entonces o € [0,7] y cosa=0 = a=7/2.

Ejemplo: La base candnica:

Ejemplo: Eigenvectores de una matriz simétrica (para distintos eigenvalores).

Definicion 9.3. Un vector w € R" es un vector unitario (o normalizado) si tiene longitud uno,

ie. ||| =1.

Observacion: Cada vector v € R™\ {6} es producto de su longitud y un vector unitario.
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9.1. Angu]os y ortogonalidad
Definicion 9.4. Una matriz @ € R™"™ es ortogonal si su transpuesta es su inversa, i.e.
RIE=1 & QQ'=1I
En palabras: Las columnas de () son ortogonales y vectores unitarios (tienen longitud uno).

Ejemplo: Eigenvectores normalizados de una matriz simétrica.

Interpretacion: Ahorra podemos ententer el teorema 7.16.
El teorema dice que cada matriz simétrica en R"™*™ tiene eigenvalores reales, es diagonalizable y
que existe una matriz ortogonal de eigenvectores, es decir AV =VD y VIV =1.

En palabras: Las columnas de V' son ortogonales y tienen longitud uno (unitarias).
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9. Un espacio vectorial con producto punto

9.2. Transformaciones rigidas

Las matrices ortogonales preservan distancias y angulos.

Esto se debe a (@, @) = ||| .
Propiedades: De matrices ortogonales Q € R™ ™, es decir QTQ = I.

N\ | “Q preserva distancias en la norma euclidiana”, es decir |QZ — Qy||, = |[|Z — ¥, :

Demostracion.

—

W\ | “Q preserva la distancia al origen: ||QZ||, = ||Z

le-”
.-

W\ | “Q preserva angulos”:

Demostracion.

W | Conclusion: Aplicar una transformacién lineal y ortogonal no cambia dngulos ni distancias.
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9.2. Transformaciones rigidas

Ejemplos de matrices: (Permutaciones / reflexiones / rotaciones)
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9. Un espacio vectorial con producto punto

9.3. Matrices positivas definidas

Aplicaciones en: Estadistica, probabilidad, optimizacién, etc..

Definicion. Una matriz real cuadrada B € R™"™ es positiva definida cuando
#'B# >0 paratodo @€ R"™\ {0}
y positiva semi-definida cuando

Z'BZ >0 para todo 7 e R,

Ejemplos “+ 7:
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9.3. Matrices positivas definidas

N\ | Lema 9.5. Si una matriz B € R™™ es positiva definida, entonces B es invertible.

Demostracién. Primero mostramos que el sistema BZ = 0 tiene solucién tnica & = 0. Procedemos
por contradiccién: Supongamos que el sistema tiene otra solucién z # 0. Esto contradice que B es
positiva definida, ya que entonces 0 < 2'BZ = 2" (BZ) = 2" (0) = 0. Concluimos que el sistema
BZ =0 tiene solucién tnica y por lo tanto teorema 5.2 implica que B tiene inversa. O

“«__ »,

Ejemplos

Proposicién 9.6. Sea B € R™™ "™ una matriz simétrica. Entonces,

B es positiva definida si y solo si todos sus eigenvalores son positivos.

Demostracion. Por el teorema 7.16 los eigenvalores de B son reales.
Supongamos primero que B es positiva definida.
Sea ¥ € R™ 1\ {0} un eigenvector de B tal que ||3]|, = 1.

0<3'Bo=3"(Bg)=5'(\0) = X8 5 =\|3|=A\.

Concluimos que cada eigenvalor es real y positivo.

Por otro lado, supongamos que todos los eigenvalores de B son positivos. La simetria de B y el
teorema 7.16 implican que en R" existe una base de eigenvectores de B, es decir, cualquier vector
T # 0 es combinacién lineal de ellos: @ = 181 + oo + ... + and, = Va con & %+ 0. El mismo

teorema permite escribir B = VAV ya que V~! =V T. Por lo tanto,
n
2'Bi=(Va) VAV (Va)=a' V' VAV Va=a'Aa=> \aj > 0.
i=1

Concluimos que B es positiva definida. O
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9. Un espacio vectorial con producto punto

Ejemplos “+ 7:

El producto punto es un caso especial del siguiente lema con B = 1.

W | Lema 9.7. Sea B € R™™ simétrica positiva definida, entonces el producto interior dado por

(@, ¥)p = %' By satisface las propiedades de los lemas 9.1, 9.2y

(@, §) 5l < /(@ &)/ (5 5)

Demostracion. Por teorema 7.16 la matriz simétrica B tiene una matriz de eigenvectores V que

es ortogonal pues V'V =1 y B=VAV . Por proposicién 9.6 los eigenvalores de B son positivos

y los podemos acomodar en la matriz diagonal A = A/2AY/2. Como consecuencia B tiene una

“raiz” simétrica, es decir

B=VAVT = (VAV2vT) (VA2 T) = BY/2BY/2,

Usamos esta raiz y el teorema 9.3 para concluir:

<i", g)B — iTBg _ iﬁTBl/2Bl/2’y _ (Bl/Qi)TBl/Q:U

Con eso se concluye la demostracion.

_ <B1/25’ Bl/2,y>

< HBl/zi B1/2:'—J»

€ €

— \/<Bl/2£—é7 31/25>\/<Bl/2’!_j, Bl/2y>
— 2T Bl/2B1/23, /Q’TBl/QBl/2g
= V& BEVGTBY = \/ (@ &) 5\/ (@ 9) s

“This is the end. Hold your breath and count to ten.” [Adele, 2012]
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Aquí   terminó   clase 28
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